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Predgovor

Neverovatna kombinacija te{ko shvatqive prirode i op{te poz-

nate, bar elementarne, primene jednog apstraktnog pojma ve} hiqa-

dama godina ~ini broj uvek interesantnom temom za prou~avawe.

Ostavqaju}i po strani poku{aje definisawa pojma broja, koji su

pri~a za sebe, samo prou~avawe wegovih osobina je kompleksna igra

~iji se kraj ne vidi. U woj ravnopravno mogu u~estvovati skoro svi

kojima su poznate osnovne osobine i operacije, a ako pri tome imaju

i ideju, onda su dobri rezultati uvek mogu}i. Ono {to je najin-

teresantnije jeste da ve}ina re{ewa problema koji se ti~u brojeva

izgledaju jednostavno, ali do wih naj~e{}e nije lako sti}i.

Ova kwiga ima za ciq da predstavi veliki broj ideja koje }e

biti od pomo}i svima koji se ~esto, sa namerom ili ne, susre}u sa

zadacima za ~ije je re{avawe potrebno detaqnije poznavawe osobina

brojeva i wihovih me|usobnih odnosa.

Kwiga je pre svega namewena nadarenim u~enicima sredwih{ko-

la, koji vole matematiku i pripremaju se za nacionalna i me|u-

narodna takmi~ewa. Me|utim, ona sadr`i i osnovne pojmove, tvr-

|ewa i jednostavnije zadatke, tako da mogu da je koriste i ~itaoci

koji se prvi put sre}u sa teorijom brojeva. Smatramo da mo`e

biti od velike koristi i profesorima koji pripremaju u~enike

kako sredwih, tako i osnovnih {kola za matemati~ka takmi~ewa.

Veliki broj zadataka je preuzet sa raznih nacionalnih i me|una-

rodnih takmi~ewa. Kod zadataka sa nacionalnih takmi~ewa nave-

dena je zemqa (ako nije re~ o na{oj), stepen takmi~ewa, razred i

godina kada je takmi~ewe odr`ano, a kod me|unarodnih takmi~ewa

kori{}ene su uobi~ajene skra}enice: JBMO (Juniorska balkanska

matemati~ka olimpijada), BMO (Balkanska matemati~ka olimpi-
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jada), MMO (Mediteranska matemati~ka olimpijada) i IMO (In-

ternacionalna matemati~ka olimpijada).

Imaju}i u vidu da su brojevi glavni izvor nastanka mnogih

matemati~kih (naro~ito algebarskih) teorija verujemo da ova kwi-

ga mo`e biti korisna studentima u raznim kursevima, na primer u

zasnivawu matemati~ke analize, zatim u ra~unarstvu i diskretnoj

matematici, naravno u algebri itd.

Zahvaqujemo se recenzentima, dr Radosavu\or|evi}u i drDejanu

Bojovi}u, koji su pa`qivo pro~itali rukopis i dali niz korisnih

primedbi i sugestija koje su doprinele kvalitetu kwige. Tako|e,

zahvalnost dugujemo ~lanovima Matemati~ke radionice mladih i

kolegama dr Branislavu Popovi}u, mr Bojani Borovi}anin, mr Ani

Kaplarevi}�Mali{i} i Sla|ani Dimitrijevi} na pomo}i.

Posebno se zahvaqujemo svim u~enicima sa kojima smo posledwih

godina radili i koji su glavna inspiracija za pisawe ove kwige.

U Kragujevcu, Autori

avgusta 2004.



1. Funkcija ceo deo

DEFINICIJA 1.1. Za realan broj x sa [x] ozna~avamo ceo deo broja x,
tj. najve}i ceo broj koji nije ve}i od x.

PRIMER 1.1. [3] = 3, [4, 5] = 4,
[
−
√
3
]
= −2, [π] = 3.

DEFINICIJA 1.2. Za realni broj x sa {x} ozna~avamo razlomqeni deo
broja x, tj. uzimamo da je {x} = x− [x].

PRIMER 1.2. {3} = 3, {2, 178} = 0, 178,{
−
√
3
}
= −
√
3−

[√
3
]
= −
√
3− (−2) = 2−

√
3,

{−1, 253} = −1, 253− [−1, 253] = −1, 253 + 2 = 0, 747.

Na slede}im slikama dati su grafici funkcija x 7→ [x] i

x 7→ {x}.
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x 7→ [x] x 7→ {x}

TEOREMA 1.1. Za proizvoqne realne brojeve x i y va`i:

(1) x− 1 < [x] 6 x < [x] + 1;
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(2) 0 6 {x} < 1;

(3) [x+ n] = [x] + n, za svaki ceo broj n;

(4)

[
[x]

n

]
=
[x
n

]
, pri ~emu je x > 0 i n proizvoqan prirodan broj;

(5) [x] + [y] 6 [x+ y] 6 [x] + [y] + 1;

(6) [nx] > n[x], za svaki prirodan broj n;

(7) [x− y] 6 [x]− [y];

(8) [xy] > [x] · [y], ako je x > 0 i y > 0;

(9)

[
x+

1

2

]
= [2x]− [x];

(10) [2x+ 2y] > [x] + [y] + [x+ y].

DOKAZ. (1) Dokaz sledi direktno iz definicije funkcije x 7→ [x].
(2) Iz (1) sledi

{x} = x− [x] > x− x = 0 i {x} = x− [x] < x− (x− 1) = 1.

(3) Neka je n ∈ N i x ∈ R. Iz (1) imamo da je [x] 6 x < [x] + 1 pa

je

[x] + n 6 x+ n < [x] + n+ 1,

odakle je [x+ n] = [x] + n.

(4) Neka je n ∈ N i x ∈ R, x > 0. Ako je
[x
n

]
= k, tada je

k 6 x

n
< k + 1, tj. kn 6 x < kn + n, pa i kn 6 [x] < kn + n. Ako

posledwu jednakost podelimo sa n dobijamo k 6 [x]

n
< k + 1, tj.[

[x]

n

]
= k.
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(5) Va`i:

[x+ y] = [[x] + {x}+ [y] + {y}] (3)
= [x] + [y] + [{x}+ {y}] > [x] + [y],

jer je [{x}+ {y}] > 0. Kako je {x}+ {y} < 2, to je [{x}+ {y}] 6 1,
pa je

[x+ y] = [x] + [y] + [{x}+ {y}] 6 [x] + [y] + 1.

(6) Neka je n proizvoqan prirodan broj. Tada je

[nx] = [n[x] + n{x}] = n[x] + [n{x}] > n[x].

(7) Va`i:

[x− y] = [[x] + {x} − [y]− {y}] = [x]− [y] + [{x} − {y}] 6 [x]− [y],

jer je 0 6 {x}, {y} < 1, pa je

[{x} − {y}] =
{

0, {x} > {y}
−1, {x} < {y} .

(8)

[xy] = [([x] + {x})([y] + {y})]
= [x] · [y] + [[x] · {y}+ {x} · [y] + {x} · {y}]
> [x] · [y].

(9) Razlikujemo dva slu~aja:

1. Ako je 0 6 {x} < 1

2
, tada je[

x+
1

2

]
=

[
[x] + {x}+ 1

2

]
= [x]

i

[2x] = [2([x] + {x})] = [2[x] + 2{x}] = 2[x],
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pa je

[
x+

1

2

]
= [2x]− [x];

2. Ako je
1

2
6 {x} < 1, tada je [x] =

[
[x] + α +

1

2

]
, gde je

α = {x} − 1

2
i 0 6 α <

1

2
, pa je[

x+
1

2

]
=

[
[x] + α +

1

2
+

1

2

]
= [[x] + 1 + α] = [x] + 1

i

[2x] =

[
2

(
[x] + α +

1

2

)]
= [2[x] + 1 + 2α] = 2[x] + 1,

odakle sledi da je

[
x+

1

2

]
= [2x]− [x].

(10) Dokaz prepu{tamo ~itaocu.

1.1. Zadaci

1. Neka su x, y, z proizvoqni realni brojevi. Dokazati da je

x+ [y + z] = y + [x+ z] = z + [x+ y]

ako i samo ako je {x} = {y} = {z}.
Re{ewe. Nije te{ko dokazati da jednakosti

x+ [y + z] = y + [x+ z] = z + [x+ y]

va`e ako i samo ako je ispuweno

(∗) {x}+ [{y}+ {z}] = {y}+ [{x}+ {z}] = {z}+ [{x}+ {y}].
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O~igledno, ako je {x} = {y} = {z}, va`i i (∗). Pored toga, ako va`i
(∗), imamo da je, na primer,

{x} − {y} = [{x}+ {z}]− [{y} − {z}] ∈ Z,

pa po{to {x}, {y} ∈ [0, 1), bi}e {x} = {y}. Sli~no se dokazuje da

je {y} = {z}, pa je time dokazano da je {x} = {y} = {z}.

2. Dokazati da ako za neki realan broj x va`i {8x} = {15x},
onda je i {26x} = {75x}.

Re{ewe. Primetimo da za proizvoqne brojeve a = [a] + {a} i
b = [b] + {b} va`i: {a} = {b} ako i samo ako a − b = [a] − [b] ako i
samo ako a− b ∈ Z. Dakle, {8x} = {15x} daje 7x ∈ Z, odakle imamo
i 49x ∈ Z i {26x} = {75x}.

3. Re{iti jedna~inu {x}+ {2x}+ {3x} = x.

Re{ewe. Neka je x re{ewe date jedna~ine, k = [x] i α = {x}.
Postoje slede}e mogu}nosti:

1. Ako je α ∈
[
0,

1

3

)
, tada je 6α = k + α, tj. 5α = k, a kako

je 0 6 α <
1

3
, bi}e 0 6 k <

5

3
, tj. k = 0 ili k = 1, pa je, u ovom

slu~aju, x = k + α = 0 ili x = k + α = 1 +
1

5
= 1

1

5
;

2. Ako je α ∈
[
1

3
,
1

2

)
, tada je α + 2α + 3α − 1 = k + α, tj.

5α = k + 1, a kako je
1

3
6 α <

1

2
, bi}e

2

3
6 k <

3

2
, tj. k = 1, pa je

x = k + α = 1 +
2

5
= 1

2

5
;

3. Ako je α ∈
[
1

2
,
2

3

)
, tada je α + 2α − 1 + 3α − 1 = k + α, tj.

5α = k + 2, a kako je
1

2
6 α <

2

3
, bi}e

1

2
6 k <

4

3
, tj. k = 1, pa je
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x = k + α = 1 +
3

5
= 1

3

5
;

4. Ako je α ∈
[
2

3
, 1

)
, tada je α + 2α − 1 + 3α − 2 = k + α, tj.

5α = k + 3, a kako je
2

3
6 α < 1, bi}e

1

3
6 k < 2, tj. k = 1, pa je

x = k + α = 1 +
4

5
= 1

4

5
.

Dakle, re{ewa date jedna~ine su 0, 1
1

5
, 1

2

5
, 1

3

5
, 1

4

5
.

4. Re{iti jedna~inu

[
5 + 6x

8

]
=

15x− 7

5
.

Re{ewe. Ako stavimo da je

[
5 + 6x

8

]
= m, m ∈ Z, imamo da

je
15x− 7

5
= m, odakle je x =

5m+ 7

15
. Data jedna~ina se mo`e

zapisati u obliku5 + 6
5m+ 7

15
8

 = m, tj.

[
m

4
+

39

40

]
= m.

Zna~i, m 6 m

4
+

39

40
< m + 1. Re{avawem posledwih nejedna~ina

dobijamo da m ∈
(
− 1

30
,
13

10

]
, odakle jem = 0 ilim = 1, jerm ∈ Z.

Zam = 0 dobija se x =
7

15
, a zam = 1, x =

4

5
. Lako se proverava

da obe ove vrednosti predstavqaju re{ewe polazne jedna~ine.

5. Re{iti sistem jedna~ina:

x+ [y] + {z} = 1, 1
y + [z] + {x} = 2, 2
z + [x] + {y} = 3, 3.
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Re{ewe. Sabirawem datih jedna~ina dobijamo da je

x+ y + z = 3, 3.

Kako je x + y + z = z + [x] + {y}, imamo da je x + y = [x] + {y} =
[x] + y − [y], odnosno x = [x] − [y], odakle sledi da je x ceo broj.

Zna~i x = [x], pa je [y] = 0, kao i {x} = 0 i y = {y}. Sada, iz prve
jedna~ine sistema je x + {z} = 1, 1 odakle je x = 1 i {z} = 0, 1. Iz
druge jedna~ine sistema je y + [z] = 2, 2 pa je y = 0, 2 i [z] = 2.

Dakle, x = 1, y = 0, 2 i z = 2, 1 je re{ewe sistema.

6. Re{iti sistem jedna~ina:

x− y = 2001
[x] + [y] = 2 003.

Re{ewe.Neka je par (x, y) re{ewe datog sistema. Prvu jedna~inu
datog sistema mo`emo zapisati i u obliku

[x] + {x} − [y]− {y} = 2001,

odakle sledi da {x}−{y} ∈ Z, tj. {x} = {y}, zbog 0 6 {x}, {y} < 1,
pa je:

[x]− [y] = 2 001
[x] + [y] = 2 003,

tj. [x] = 2 002 i [y] = 1. Dakle, dati sistem jedna~ina ima beskona-

~no mnogo re{ewa.

Skup re{ewa je R = {(2 002 + ω, 1 + ω) | 0 6 ω < 1}.

7. Re{iti jedna~inu x2 − 2[x] + {x} = 0.

Re{ewe. Ako pretpostavimo da data jedna~ina ima re{ewa i da

je x jedno weno re{ewe, po{to je {x} > 0 i x2 > 0, imamo da je
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[x] > 0. Neka je [x] = k i {x} = α. Tada je (k + α)2 − 2k + α = 0,
tj.

(∗) α2 + (2k + 1)α + k2 − 2k = 0.

Iz posledwe jedna~ine i ~iwenice da je α > 0 dobijamo da je

α =
−(2k + 1) +

√
(2k + 1)2 − 4(k2 − 2k)

2
,

tj.

α =
−(2k + 1) +

√
12k + 1

2
i 12k + 1 > (2k + 1)2.

U skupu celih brojeva (k ∈ Z) nejedna~ina 12k + 1 > (2k + 1)2, tj.
4k(k − 2) 6 0, ima tri re{ewa: k ∈ {0, 1, 2}.

Ako je k = 0, jedna~ina (∗) postaje α2 + α = 0, pa je, zbog

α ∈ [0, 1), α = 0. Dakle, x = k + α = 0.
Ako je k = 1, jedna~ina (∗) postaje α2+3α−1 = 0, pa je, opet zbog

α ∈ [0, 1), α =
−3 +

√
13

2
. Dakle, x = 1 +

−3 +
√
13

2
=

√
13− 1

2
.

Najzad, ako je k = 2, iz α2 + 5α = 0 i α ∈ [0, 1), dobijamo da je
α = 0, pa je x = 2.

Dakle, re{ewa date jedna~ine su 0,

√
13− 1

2
, 2.

8. (Savezno takmi~ewe 1987, I razred) Dat je prirodan broj n.
Odrediti broj re{ewa jedna~ine

x2 − [x2] = (x− [x])2,

za koje je 1 6 x 6 n.

Re{ewe. Ako stavimo da je x = m + α, m ∈ {1, 2, . . . , n − 1},
0 6 α < 1, data jedna~ina postaje

m2 + 2mα =
[
m2 + 2mα + α2

]
.
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Dakle, broj m+ α, je re{ewe date jedna~ine ako i samo ako je 2mα
ceo broj, tj. ako i samo ako je

α ∈
{
0,

1

2m
,
2

2m
, . . . ,

2m− 1

2m

}
,

pa u intervalu [m,m + 1) data jedna~ina ima 2m re{ewa. Kako

x = n jeste re{ewe, to je tra`eni broj jednak

1 + 2 (1 + 2 + · · ·+ (n− 1)) = 1 + (n− 1)n = n2 − n+ 1.

9. (XXMoskovska olimpijada) Re{iti jedna~inu x3 − [x] = 4.

Re{ewe. Iz x3 − 4 = [x] 6 x sledi da je x3 − x 6 4, odakle je
x < 2, jer za x > 2 imamo da je x(x2 − 1) > 2 · 3 > 4. Tako|e, iz

x3 − 4 = [x] > x− 1, tj. x3 − x > 3 zakqu~ujemo da je x > −1, jer
za x < −1 imamo da je x3 − x = x(x2 − 1) < 0.

Dakle, x ∈ [−1, 2), pa je [x] ∈ {−1, 0, 1}.
Za [x] = −1 data jedna~ina se svodi na x3 + 1 = 4, odakle je

x = 3
√
3, {to je nemogu}e jer je

[
3
√
3
]
= 1 ̸= −1.

Za [x] = 0 dobijamo x3 = 4, tj. x = 3
√
4, {to je tako|e nemogu}e

zbog
[

3
√
4
]
= 1 ̸= 0.

Za [x] = 1 dobijamo jedino re{ewe date jedna~ine x = 3
√
5.

10. (Savezno takmi~ewe 1989, I razred) Odrediti sve prirodne
brojeve n za koje va`i jednakost

[
3
√
1] + [

3
√
2] + · · ·+ [ 3

√
n] = 2n.

Re{ewe. Neka je am = [ 3
√
m] − 2, m ∈ N. Treba odrediti sve

prirodne brojeve n za koje va`i

a1 + a2 + · · ·+ an = 0.
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Kako je

am = −1 za 1 6 m 6 7
am = 0 za 8 6 m 6 26
am = 1 za 27 6 m 6 63
am > 2 za m > 64

zbir a1+a2+· · ·+an jednak je nuli ako i samo ako je n = 26+7 = 33.

11. (Prole}no matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 2002, 8. raz-

red) Na}i sve prirodne brojeve n za koje je n− [n {
√
n}] = 2.

Re{ewe. Ako je n = p2 tada je
√
n = p i {

√
n} = 0, pa je n = 2.

Kontradikcija sa n = p2. Dakle, postoji prirodan broj t takav da
je (t − 1)2 < n < t2. Tada je [

√
n] = t − 1, pa va`i (kori{}ewem

~iwenice da ako je a ceo broj va`i [a+ b] = a+ [b]):

n−
[
n
{√

n
}]

= n−
[
n
(√

n−
[√

n
])]

= n−
[
n
(√

n− t+ 1
)]

= n−
[
n
√
n
]
+ nt− n = nt−

[
n
√
n
]
.

Prema tome, nt = 2 + [n
√
n].

Neka je n = t2 − k i pretpostavimo da je k > 2. Tada je

n
√
n+ 2 6 nt

i po{to je

2 +
[
n
√
n
]
6 2 + n

√
n,

dobijamo da je n
√
n+ 2 6 2 + n

√
n. Zapisuju}i ovu nejednakost u

obliku n
(√

n+ 2−
√
n
)
6 2 i mno`e}i je sa

√
n+ 2+

√
n dobijamo

(∗) n 6
√
n+ 2 +

√
n.

Po{to je
√
n(n+ 2) < n + 1, posle kvadrirawa nejednakosti (∗)

dobijamo n2 < 3(n + 1). Ova nejednakost je ta~na samo za n = 1, 2
ili 3 i neposrednom proverom mo`emo videti da nijedna od ovih

vrednosti nije re{ewe.
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Prema tome, k = 1 i posle sli~nih transformacija dobijamo

n 6 2
(√

n+ 1 +
√
n
)
. Iz

2
(√

n+ 1 +
√
n
)
< 4
√
n+ 1

sledi n < 4
√
n+ 1. Po{to je n = t2 − 1 dobijamo t2 − 1 < 4t, {to

je ta~no samo za t 6 4. Prema tome, sve mogu}e vrednosti za n su

n = 3, n = 8 i n = 15. Proverom utvr|ujemo da samo n = 8 i n = 15
zadovoqavaju uslove zadatka.

12. (Nacionalna matemati~ka olimpijada�prva runda, Rumunija

2003, 9. razred) Na}i ceo deo broja

an =
3

√
24 +

3

√
24 + · · ·+ 3

√
24 (n korena),

gde je n > 1.

Re{ewe. O~igledno je

an+1 =
3
√
24 + an i 2 6 3

√
24 = a1 < 3.

Pretpostavimo da je za neko n ∈ N ispuweno 2 6 an < 3. Tada je

an+1 =
3
√
24 + an < 3

√
24 + 3 = 3 i an+1 >

3
√
24 > 2.

Dakle, va`i 2 6 an < 3, za sve n > 1, pa je [an] = 2 za sve n > 1.

13. (Nacionalna matemati~ka olimpijada�prva runda, Rumunija

2003, 10. razred) Neka su n i p pozitivni celi brojevi za koje va`i

p > 2n. Dokazati da je ceo deo broja
n∑

k=0

p

√
1 +

(
n

k

)
jednak n+ 1.

Re{ewe. Treba pokazati da je

n+ 1 6
n∑

k=0

p

√
1 +

(
n

k

)
< n+ 2.
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Leva nejednakost je o~igledna jer je p

√
1 +

(
n

k

)
> 1. Za desnu nejed-

nakost iskoristi}emo Bernulijevu nejednakost:(
1 +

1

p

(
n

k

))p

> 1 + p · 1
p

(
n

k

)
= 1 +

(
n

k

)
,

odakle je

1 +
1

p

(
n

k

)
> p

√
1 +

(
n

k

)
za sve k = 0, 1, . . . , n.

Sabirawem prethodnih nejednakosti dobijamo

n∑
k=0

p

√
1 +

(
n

k

)
6 n+ 1 +

1

p

n∑
k=0

(
n

k

)
= n+ 1 +

2n

p
< n+ 2.

14. (Hermit) Ako je x realan broj a n prirodan broj, onda va`i:

[x] +

[
x+

1

n

]
+

[
x+

2

n

]
+ · · ·+

[
x+

n− 1

n

]
= [nx].

Re{ewe. Po{to je

[x] +

[
x+

1

n

]
+

[
x+

2

n

]
+ · · ·+

[
x+

n− 1

n

]
= n[x] + [{x}] +

[
{x}+ 1

n

]
+

[
{x}+ 2

n

]
+ · · ·+

[
{x}+ n− 1

n

]
i [nx] = n[x] + [n{x}], dovoqno je dokazati da data jednakost va`i
za sve realne brojeve x iz [0, 1).
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Neka x ∈ [0, 1) i neka je k broj iz {0, 1, . . . , n − 1} takav da je
k

n
6 x <

k + 1

n
. Tada je

[x] =

[
x+

1

n

]
=

[
x+

2

n

]
= · · · =

[
x+

n− k − 1

n

]
= 0,

jer je x+
n− k − 1

n
<

k + 1

n
+

n− k − 1

n
= 1. Tako|e je

[
x+

n− k

n

]
=

[
x+

n− k + 1

n

]
= · · · =

[
x+

n− 1

n

]
= 1,

jer je x +
n− k

n
> k

n
+

n− k

n
= 1 i x +

n− 1

n
<

k + 1

n
+

n− 1

n
6

n

n
+

n− 1

n
< 2. Zna~i

[x] +

[
x+

1

n

]
+

[
x+

2

n

]
+ · · ·+

[
x+

n− k − 1

n

]
+

[
x+

n− k

n

]
+

[
x+

n− k + 1

n

]
+ · · ·+

[
x+

n− 1

n

]
= 0 + · · ·+ 0︸ ︷︷ ︸

n−k puta

+1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
k puta

= k.

Iz
k

n
6 x <

k + 1

n
sledi da je k 6 nx < k + 1, tj. da je [nx] = k,

~ime je tvr|ewe dokazano.

15. (Slovena~ka matemati~ka olimpijada 1999, IV razred) Neka

je m prirodan broj i r1, r2, . . . , rm pozitivni racionalni brojevi

takvi da je r1+r2+ · · ·+rm = 1. Definisana je funkcija f : N→ Z

f(n) = n− [r1n]− [r2n]− · · · − [rmn].
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Na}i minimum i maksimum funkcije f .

Re{ewe. Za svaki ri, i = 1, 2, . . . ,m, i svaki prirodan broj n va`i
nejednakost 0 6 rin− [rin] < 1.

Neka je s najmawi zajedni~ki sadr`alac imenilaca racionalnih
brojeva ri, i = 1, 2, . . . ,m. Tada je

f(n) =
m∑
i=1

(rin− [rin]) > 0, za svaki prirodan broj n,

i f(s) = 0, pa je 0 minimum funkcije f . Daqe, zbog

f(n) =
m∑
i=1

(rin− [rin]) < m, za svaki prirodan broj n,

i

f(s− 1) = s− 1−
m∑
i=1

[ris− ri]

= s− 1−
m∑
i=1

(ris− 1)

= s− 1− s+m = m− 1

maksimum funkcije f jem− 1.

16. (Savezno takmi~ewe 1985, II razred) Neka je funkcija

f : N → N zadata formulom f(m) = m + [
√
m]. Dokazati da za

svako m ∈ N postoji k ∈ N, tako da je fk(m) = f(f . . . (f(m)) . . . )
potpun kvadrat.

Re{ewe.Primetimo da za svaki prirodan brojm postoji priro-

dan broj n takav da va`i

n2 6 m 6 n2 + 2n = (n+ 1)2 − 1.
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Ako jem = n2, onda je:

f(m) = f(n2) = n2 + n,
f 2(n2) = n2 + 2n,
f 3(n2) = n2 + 3n = (n+ 1)2 + n− 1,
f 5(n2) = (n+ 1)2 + n− 1 + 2(n+ 1) = (n+ 2)2 + n− 2,
f 7(n2) = (n+ 2)2 + n− 2 + 2(n+ 2) = (n+ 2)2 + n− 3,
...

f 2n−1(n2) = (n+ n− 1)2 + 1,
f 2n+1(n2) = (2n− 1)2 + 1 + 2(2n− 1) = (2n)2.

Sli~no se za m = n2 + αn+ β, α ∈ {0, 1}, β ∈ {1, 2, . . . , n} dobija

f 2β−α(m) = f 2β−α(n2 + αn+ β) = (m+ β)2.



2. Deqivost celih brojeva

DEFINICIJA 2.1. Ceo broj a deqiv je celim brojem b, razli~itim od

nule, ako i samo ako postoji ceo broj q takav da je a = bq. Ako je broj
a deqiv brojem b, pi{emo b | a (b deli a). Ka`emo da je broj b delilac
broja a, odnosno da je broj a sadr`alac broja b.

Ako broj a nije deqiv brojem b pisa}emo b - a (b ne deli a).

O~igledno je iz prethodne definicije da za svaki ceo broj a va`i
a | a. Ako va`i a | b i a ̸= b, tada ka`emo da je a pravi delilac od

b.

TEOREMA 2.1. 1. b | a⇒ b | ac za svako c ∈ Z.
2. a | b ∧ b | c⇒ a | c.
3. a | b ∧ a | c⇒ a | bx+ cy za sve x, y ∈ Z.
4. a | b ∧ b | a⇒ a = b ∨ a = −b.
5. Ako za pozitivne brojeve a, b va`i a | b, onda je

a 6 b.

DOKAZ. 1. Kako b | a tada postoji ceo broj m takav da je a = mb.
Tada za sve c ∈ Z va`i ac = (mc)b = nb, gde je n = mc ∈ Z, odakle
sledi da b | ac.

2. Ako a | b i b | c tada postoje celi brojevi m i n takvi da je

b = ma i c = nb, pa je c = nma, a kako je nm ∈ Z sledi da a | c.
3. Ako a | b i a | c tada postoje celi brojevi m i n takvi da je

b = ma i c = na. Tada je za proizvoqne cele brojeve x i y

bx+ cy = max+ nay = a(mx+ ny),

pa kako je mx+ ny ∈ Z to va`i a | bx+ cy.
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4. Ako je b = 0, tada je i a = 0, pa je a = b. Neka je b ̸= 0. Tada iz
a | b i b | a sledi da postoje celi brojevi m i n takvi da je b = ma i
a = nb, odakle je a = nma, pa je nm = 1. Kako su n im celi brojevi

to je ili n = m = 1 ili n = m = −1, odnosno a = b ili a = −b.
5. Iz a | b sledi da postoji q ∈ Z takav da je b = aq, a kako je

b > 0 i a > 0, to je i q > 0, odnosno, zbog q ∈ Z, q > 1, pa va`i
b = aq > a · 1 = a.

TEOREMA 2.2. Ako se u jednakosti a1+a2+ · · ·+ak = 0 za sve sabirke
sem jednog zna da su deqivi celim brojem b, onda je i taj sabirak deqiv
sa b.

DOKAZ. Neka je ai sabirak za koji se ne zna da li je deqiv sa b. Tada
je

a1 = bq1, a2 = bq2, . . . , ai−1 = bqi−1, ai+1 = bqi+1, . . . , ak = bqk,

za neke cele brojeve q1, q2, . . . , qi−1, qi+1, . . . , qk. Tada iz date jedna-
kosti dobijamo

ai = −b(q1 + q2 + · · ·+ qi−1 + qi+1 + · · ·+ qk) = bqi,

gde je qi = −(q1 + q2 + · · ·+ qi−1 + qi+1 + · · ·+ qk) ∈ Z, tj. b | a.

TEOREMA 2.3. (Teorema o ostatku) Neka je a ∈ Z i b ∈ N. Tada

postoje jedinstveni brojevi q, r ∈ Z takvi da je

a = bq + r, 0 6 r < b.

Broj q naziva se koli~nik, a broj r ostatak pri deqewu broja a brojem
b.

DOKAZ. Posmatrajmo sve brojeve oblika a− kb, gde je k ∈ Z. Izabe-
rimo me|u tim brojevima najmawi broj koji pripada skupu N ∪ {0}
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(takav broj sigurno postoji jer je skup prirodnih brojeva dobro ure-

|en). Neka je taj izabrani broj a − qb. Obele`i}emo ga sa r. Tada
je

(1) a = bq + r, 0 6 r < b,

jer bi u slu~aju r > b i broj a − (q + 1)b < a − qb bio iz skupa

N∪{0}, {to je u kontradikciji sa izborom broja a−bq. Prema tome,
dokazali smo egzistenciju brojeva q i r. Ostaje jo{ da doka`emo i

wihovu jedinstvenost. Pretpostavimo da postoje i brojevi q1 i r1
takvi da je

(2) a = bq1 + r1, 0 6 r1 < b.

Tada iz (1) i (2) sledi

0 = b(q − q1) + (r − r1),

odakle sledi da b | r − r1. Kako je |r − r1| < b, to je r − r1 = 0, tj.
r = r1, pa je i q = q1.

Prethodnomteoremom je omogu}enopredstavqawebrojeva upozi-

cionoj notaciji u datoj brojevnoj bazi. Ako je b > 1 dati prirodan
broj, tada za svaki prirodan broj a postoje jedinstveni prirodni

brojevi n, a0, a1, . . . , an takvi da je:

(∗)
{

a = anb
n + · · ·+ a1b+ a0

0 6 a0, a1, . . . , an−1 < b, 1 6 an < b

Neka su prirodni brojevi 0, 1, . . . , b − 1 ozna~eni posebnim zna-

cima, koje nazivamo ciframa u brojevnoj bazi b. Ako su c0, c1, . . . , cn
cifre koje odgovaraju brojevima a0, a1, . . . , an u predstavqawu (∗),
tada pi{emo

a = (cn . . . c1c0)b.
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U dekadnom sistemu, koji koristimo za zapisivawe prirodnih bro-

jeva, cifre su 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 i pi{emo a = cn . . . c1c0, umesto
a = (cn . . . c1c0)10.

PRIMER 2.1. Baza binarnog sistema je broj 2, dok su cifre 0 i 1. Na
primer, ako je a = 11011012, onda je a = 26 + 25 + 23 + 22 + 20 = 109.

PRIMER 2.2. Heksadecimalni sistem za bazu ima b = 16, a cifre ovog
sistema su 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A,B,C,D,E, F . Dakle, ovde sim-

boli A,B,C,D,E, F stoje redom za 10, 11, 12, 13, 14, 15. Na primer,
E07A16 = 14 · 163 + 7 · 161 + 10 · 160 = 57466.

PRIMER 2.3. Predstavimo broj a = 973 u brojevnom sistemu sa bazom
b = 7. Kako je

973 = 139 · 7 + 0
139 = 19 · 7 + 6
19 = 2 · 7 + 5
2 = 0 · 7 + 2

imamo da je a = 25607.

NAPOMENA. Ako su b i B brojevne baze takve da je B = bk za neki
prirodan broj k, tada postoji �brz� algoritam za prelaz iz brojevnog
sistema sa bazom b u bazu B, odnosno iz baze B u bazu b, koji je

specijalno va`an za prelaz iz binarne baze u heksadecimalnu, i

obrnuto. ^itaocu prepu{tamo da samostalno do|e do algoritma, na

osnovu narednog primera.

PRIMER 2.4. Za b = 2, B = 24 = 16 i a = A70F16 imamo

a = 1010︸︷︷︸
A

0111︸︷︷︸
7

0000︸︷︷︸
0

1111︸︷︷︸
F

= 10100111000011112.

Ako je a = 101010100011002, onda je

a = 0010 1010 1000 1100 = 2A8C16.
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DEFINICIJA 2.2. Ceo broj d je zajedni~ki delilac brojeva a i b ako
d | a i d | b.

DEFINICIJA 2.3. Najve}i me|u zajedni~kim deliocima brojeva a i b
je najve}i zajedni~ki delilac brojeva a i b. Obele`ava se sa (a, b) ili
NZD (a, b).

Po{to svaki ceo broj razli~it od 0 ima kona~nomnogo delilaca,
to je skup zajedni~kih delilaca dva cela broja kona~an i u wemu

postoji najve}i broj. Prema tome, najve}i zajedni~ki delilac dva

cela broja uvek postoji. Mi }emo za najve}i zajedni~ki delilac

brojeva a i b u ovoj kwizi koristiti oznaku (a, b), osim u slu~ajevima
kada bi ta oznaka dovela do zabune (jer se ista oznaka koristi i za

ure|eni par), kada }emo koristiti oznaku NZD (a, b).

DEFINICIJA 2.4. Za brojeve a i b ka`emo da su uzajamno (relativno)

prosti ako je (a, b) = 1.

TEOREMA 2.4. Najve}i zajedni~ki delilac dva cela broja, od kojih je

bar jedan razli~it od 0, je jedinstven.

DOKAZ. Neka je d = (a, b) i d1 = (a, b). Tada va`i d | d1 i d1 | d,
odakle sledi da je d = d1.

Na osnovu definicija 2.2. i 2.3. sledi da ako je d zajedni~ki

delilac brojeva a i b, onda d | (a, b).

TEOREMA 2.5. Ako je a = bq i b > 0, onda je (a, b) = b.

DOKAZ. Kako b | a i b | b, to je b zajedni~ki delilac brojeva a i b.
Nijedan ceo broj c > b ne mo`e biti delilac broja b, (zbog b > 0),
pa je (a, b) = b.
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TEOREMA 2.6. Ako je d = (a, b) onda postoje brojevi α, β ∈ Z takvi

da je αa+βb = d. Najve}i zajedni~ki delilac brojeva a i b je najmawi
pozitivan broj oblika αa+ βb, α, β ∈ Z.

DOKAZ. U skupu celih brojeva oblika αa+ βb, α, β ∈ Z izaberimo

najmawi pozitivan broj. Neka je to broj c = αa + βb. Dokaza}emo
da je c zajedni~ki delilac brojeva a i b. Ako c - a onda postoje celi

brojevi q i r, 0 < r < c, takvi da je a = cq + r. Tada je

r = a− cq = a− q(αa+ βb) = (1− αq)a− βqb.

Iz prethodne jednakosti sledi da je r pozitivan broj mawi od c, a
pripada skupu brojeva oblika αa + βb, {to je kontradikcija sa

pretpostavkom da je c najmawi takav broj. Dakle, c | a. Analogno se
dokazuje da c | b.

Treba dokazati jo{ da je d = c. Kako d | a i d | b, to

je a = md i b = nd, za neke cele brojeve m i n. Tada je

c = αmd+ βnd = d(αm+ βn), pa d | c, a to zna~i da je d 6 c. Kako
je d najve}i zajedni~ki delilac brojeva a i b, a c zajedni~ki delilac
brojeva a i b to mora biti d > c, pa je d = c, odnosno d = αa+ βb.

TEOREMA 2.7. Ako je k > 0, onda je (ka, kb) = k(a, b).

DOKAZ. Prema prethodnoj teoremi najve}i zajedni~ki delilac bro-

jeva a i b je najmawi pozitivan broj oblika αa + βb, α, β ∈ Z, a
najve}i zajedni~ki delilac brojeva ka i kb je najmawi pozitivan

broj oblika αka+βkb, α, β ∈ Z, odakle zbog uslova k > 0 direktno
sledi tvr|ewe.

TEOREMA 2.8. Ako c | ab i ako je (c, a) = 1, tada c | b.

DOKAZ. Iz pretpostavke (c, a) = 1 sledi da postoje α, γ ∈ Z takvi

da je αa + γc = 1, pa je i αab + γcb = b. Iz pretpostavke c | ab i
~iwenice da c | cb, sledi da c | b.
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U prethodnoj teoremi pretpostavka da su a i c uzajamno prosti je
veoma bitna, jer bez tog uslova ne sledi da c | b. Na primer, 10 | 5 · 8,
ali 10 - 5 i 10 - 8.

Kako deqivost celih brojeva ne zavisi od znaka, mo`emo se

ograni~iti na deqivost prirodnih brojeva. Sada }emo dati jedan

algoritam za odre|ivawe najve}eg zajedni~kog delioca dva prirodna

broja, koji se zasniva na teoremi o ostatku.

Euklidov algoritam. Na osnovu teoreme 2.3. mo`emo ispisati sle-

de}i niz jednakosti:

a = bq1 + r1, 0 6 r1 < b,

b = r1q2 + r2, 0 6 r2 < r1,

r1 = r2q3 + r3, 0 6 r3 < r2,
...

...

rn−2 = rn−1qn + rn, 0 6 rn < rn−1,

rn−1 = rnqn+1.

Kako brojevi rn ~ine strogo opadaju}i niz prirodnih brojeva mawih
od b, to }emo nakon kona~nog broja koraka do}i do rn+1 = 0, tj. do
jednakosti rn−1 = rnqn+1, koja govori o deqivosti dva uzastopna

ostatka.

TEOREMA 2.9. 1. Ako je a = bq + r, onda je (a, b) = (b, r).
2. Posledwi ostatak rn koji je razli~it od nule u Euklidovom algo-

ritmu predstavqa najve}i zajedni~ki delilac brojeva a i b.

DOKAZ. 1. Neka je d zajedni~ki delilac brojeva a i b. Tada iz

a = bq+r sledi da d | r, odnosno da je d zajedni~ki delilac brojeva b
i r. Ako je c zajedni~ki delilac brojeva b i r, tada, opet iz jednakosti
a = bq + r, sledi da c | a, pa je c zajedni~ki delilac brojeva a i b.
Prema tome, skup zajedni~kih delilaca brojeva a i b poklapa se sa
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skupom zajedni~kih delilaca brojeva b i r, pa su me|usobno jednaki
i wihovi najve}i elementi, tj. (a, b) = (b, r).
2. Na osnovu 1. va`e slede}e jednakosti:

(a, b) = (b, r1) = (r1, r2) = · · · = (rn−2, rn−1) = (rn−1, rn).

Po{to rn | rn−1 to je (rn−1, rn) = rn, pa je (a, b) = rn.

PRIMER 2.5. Odredimo (942, 444). Primenom Euklidovog algoritma

dobijamo

942 = 2 · 444 + 54

444 = 8 · 54 + 12

54 = 4 · 12 + 6

12 = 2 · 6

odakle sledi da je (942, 444) = 6.

Teorema 2.6. tvrdi da za svaka dva cela broja a i b postoje celi
brojeviαiβ takvida jeαa+βb = (a, b). Znaju}iEuklidov algoritam
nije te{ko na}i postupak kako za zadate a i b efektivno odreditiα i
β. Taj postupak ne}emo detaqno opisivati, ve} }emo ga ilustrovati
na slede}em primeru.

PRIMER 2.6. Odredimo cele brojeve α i β takve da je

α · 942 + β · 444 = (942, 444).

Na osnovu primera 2.5. imamo da je (942, 444) = 6, kao i

54 = 942 + (−2) · 444
12 = 444 + (−8) · (942 + (−2) · 444) = (−8) · 942 + 17 · 444
6 = 54 + (−4) · 12 = 33 · 942 + (−70) · 444.
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DEFINICIJA 2.5. Najve}im zajedni~kim deliocem n celih brojeva

a1, a2, . . . , an zovemo najve}i od zajedni~kih delilaca ovih brojeva i

obele`avamo ga sa (a1, a2, . . . , an) ili NZD(a1, a2, . . . , an). Ako je

(a1, a2, . . . , an) = 1, brojevi a1, a2, . . . , an su uzajamno (relativno)

prosti. Brojevi a1, a2, . . . , an su uzajamno (relativno) prosti u paro-
vima ako je (ai, aj) = 1 za i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n, i ̸= j.

Sli~no kao i kod najve}eg zajedni~kog delioca dva broja, za naj-

ve}i zajedni~ki delilac brojeva a1, a2, . . . , an koristi}emo oznaku

(a1, a2, . . . , an), osim u slu~ajevima kada ta oznaka mo`e dovesti do

zabune i tada }emo pisati NZD (a1, a2, . . . , an).

Primetimo da brojevi a1, a2, . . . , an, (n > 2) mogu biti uzajamno
prosti, a da pritom ne moraju biti uzajamno prosti po parovima.

PRIMER 2.7. (55, 100, 205) = 5; (3, 7, 12) = 1, tj. brojevi 3, 7 i 12 su
uzajamno prosti, me|utim, oni nisu uzajamno prosti u parovima jer

je (3, 12) = 3.

Najve}i zajedni~ki delilac brojeva a1, a2, . . . , an mo`e se do-

biti vi{estrukom primenom Euklidovog algoritma, o ~emu govori

slede}a teorema.

TEOREMA 2.10. Za prirodne brojeve a1, a2, . . . , an (n > 3) va`i

(a1, a2, . . . , an) = ((a1, a2, . . . , an−1), an).

DOKAZ. Neka je

d = (a1, a2, . . . , an) i d′ = ((a1, a2, . . . , an−1), an).

Kako d | ai za i = 1, 2, . . . , n, to d | (a1, a2, . . . , an−1) i d | an, pa
prema tome d | d′. Sli~no, zbog d′ | (a1, a2, . . . , an−1) i d′ | an, va`i
d′ | ai za i = 1, 2, . . . , n, pa d′ | d. Prema tome, d = d′.
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DEFINICIJA 2.6. Zajedni~kim sadr`aocem n celih brojeva

a1, a2, . . . , an, razli~itih od nule, nazivamo svaki broj koji je deqiv

svakim od brojeva a1, a2, . . . , an. Najmawi me|u pozitivnim zajedni~-

kim sadr`aocima brojeva a1, a2, . . . , an zove se najmawi zajedni~ki

sadr`alac tih brojeva i obele`ava se sa [a1, a2, . . . , an] ili sa

NZS (a1, a2, . . . , an).

Na osnovu definicije 2.6. sledi da ako je s = [a1, a2, . . . , an] i S
ma koji zajedni~ki sadr`alac brojeva a1, a2, . . . , an, onda s | S.

U ovoj kwizi }emo za najmawi zajedni~ki sadr`alac brojeva

a1, a2, . . . , an uvek koristiti oznaku [a1, a2, . . . , an].

TEOREMA 2.11. (a, b) · [a, b] = | ab|.

DOKAZ. Dokaza}emo tvr|ewe za prirodne brojeve (lako se prelazi

na cele brojeve).

Neka je S zajedni~ki sadr`alac brojeva a i b. Tada je S = ak, za

neki prirodan broj k. Kako b | S, to je ak

b
∈ N. Neka je d = (a, b).

Tada postoje uzajamno prosti prirodni brojevi m i n takvi da je

a = md i b = nd, pa je

ak

b
=

mdk

nd
=

mk

n
∈ N.

Kako n | mk i (n,m) = 1, to n | k, odnosno postoji prirodan broj t,
takav da je k = nt =

b

d
t. Dakle, S =

ab

d
t.

S druge strane, svaki broj oblika
ab

d
t je sadr`alac brojeva a i b.

Prema tome, S je zajedni~ki sadr`alac brojeva a i b ako i samo ako

je S =
ab

d
t, t ∈ N. Najmawi takav broj dobija se za t = 1. Dakle, ako

je s = [a, b], tada je s =
ab

d
.
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2.1. Zadaci

17. Dokazati da za svaki prirodan broj n, 584 | 8n + 8n+1 + 8n+2.

Re{ewe: 8n + 8n+1 + 8n+2 = 8n−1 (8 + 82 + 83) = 8n−1 · 584.

18. Dokazati da:

(1) su svi brojevi oblika 1 007, 10 017, 100 117, 1 001 117, . . . (izme-
|u cifara 0 i 7 ume}e se proizvoqno mnogo puta cifra 1) deqivi sa
53;

(2) za svako n ∈ N, 133 | 11n+2 + 122n+1;

(3) za svako n ∈ N, 3n | aa...a︸ ︷︷ ︸
3n

za ma koju cifru a.

Re{ewe. (1) Jednostavno, deqewem, mo`emo se uveriti da su dati

brojevi slo`eni: 1 007 : 53 = 19, 10 017 : 53 = 189, . . . ,

10011. . . 17 : 53 = 188 . . . 89
−53
471
−424

471
...

471
−424

477
− 477

0

Ina~e, tvr|ewe sledi na osnovu principa matemati~ke induk-

cije, iz ~iwenice da je dati niz brojeva zadat rekurentnim formu-

lama

a1 = 1007, an+1 = (an − 6) · 10 + 7 = 10an − 53,
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a sam dokaz prepu{tamo ~itaocu.

(2) Tvr|ewe dokazujemo indukcijom po n.
Za n = 1, 133 | 111+2 + 122·1+1 = 1331 + 1 728 = 3 059 = 23 · 133.
Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za neko n ∈ N.
Tada je

11n+3 + 122n+3 = 11 · 11n+2 + 144 · 122n+1

= 11
(
11n+2 + 122n+1

)
+ 133 · 122n+1,

pa na osnovu indukcijske pretpostavke 133 | 11n+3 + 122n+3. Dakle,

za svako n ∈ N, 133 | 11n+2 + 122n+1.

(3) Tvr|ewe tako|e dokazujemo indukcijom po n.
Za n = 1, 3 | aaa .
Pretpostavimo da 3n | aa...a︸ ︷︷ ︸

3n

.

aa...a︸ ︷︷ ︸
3n+1

= aa...a︸ ︷︷ ︸
3n

aa...a︸ ︷︷ ︸
3n

aa...a︸ ︷︷ ︸
3n

= 102·3
n

aa...a︸ ︷︷ ︸
3n

+ 103
n

aa...a︸ ︷︷ ︸
3n

+ aa...a︸ ︷︷ ︸
3n

= (1 00...0︸ ︷︷ ︸
3n−1

1 00...0︸ ︷︷ ︸
3n−1

1) · aa...a︸ ︷︷ ︸
3n

.

Kako 3 | 1 00...0︸ ︷︷ ︸
3n−1

1 00...0︸ ︷︷ ︸
3n−1

1 i po indukcijskoj pretpostavci 3n | aa...a︸ ︷︷ ︸
3n

,

to 3n+1 | aa...a︸ ︷︷ ︸
3n+1

.

19. Odrediti ostatak deqewa broja 683 + 883 sa 49.

Re{ewe:

683 + 883 = (7− 1)83 + (7 + 1)83

= 783 −
(
83

1

)
782 + · · ·+

(
83

82

)
7− 1+
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+ 783 +

(
83

1

)
782 + · · ·+

(
83

82

)
7 + 1

= N · 49 + 2 ·
(
83

82

)
· 7 = N · 49 + 2 · 83 · 7

= N · 49 + 2 · (11 · 7 + 6) · 7
= N · 49 + 2 · 11 · 49 + 49 + 35.

Dakle, ostatak deqewa broja 683 + 883 sa 49 je 35.

20. Dokazati da za svaki prirodan broj n va`i:

(1) 6 | n3 + 5n; (2) 30 | n5 − n; (3) 120 | n5 − 5n3 + 4n.

Re{ewe. Ova tvr|ewa se dokazuju primenom principa matema-

ti~ke indukcije, ali da ona va`e mo`e se �videti� iz odgovaraju}ih

jednakosti.

(1) n3 + 5n = n3 − n+ 6n = (n− 1)n(n+ 1) + 6n.
Kako 2 | (n− 1)n(n+ 1), 3 | (n− 1)n(n+ 1) i (2, 3) = 1, to va`i

2 · 3 = 6 | (n− 1)n(n+ 1).
(2) n5 − n = n(n4 − 1) = (n− 1)n(n+ 1)(n2 + 1).
Prema (1) 6 | (n − 1)n(n + 1). Mogu}e je da nastupe slede}i

slu~ajevi:

(i) n = 5k, za neki k ∈ Z;
(ii) n = 5k + 1, za neki k ∈ Z, tada je n− 1 = 5k;
(iii) n = 5k + 2, za neki k ∈ Z, tada je n2 + 1 = 5(5k2 + 2k + 1);
(iv) n = 5k + 3, za neki k ∈ Z, tada je n2 + 1 = 5(5k2 + 6k + 2);
(v) n = 5k + 4, za neki k ∈ Z, tada je n+ 1 = 5(k + 1).

(3) n5 − 5n3 + 4n = n(n4 − 5n2 + 4) = n(n2 − 4)(n2 − 1)
= (n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2).

Proizvod pet uzastopnih brojeva deqiv je sa 5! = 120.

21. Ako je zbir 2 004 prirodna broja deqiv sa 6, onda je i zbir

wihovih kubova deqiv sa 6. Dokazati.
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Re{ewe. Kako je za svaki prirodan broj a broj

a3 − a = (a− 1)a(a+ 1)

deqiv sa 6, to je i broj

a31 − a1 + a32 − a2 + · · ·+ a32004 − a2004
= (a31 + a32 + · · ·+ a32004)− (a1 + a2 + · · ·+ a2004)

deqiv sa 6, pa kako je broj a1+ a2+ · · ·+ a2004 deqiv sa 6, to je i broj
a31 + a32 + · · ·+ a32004 deqiv sa 6.

22. Dokazati da je za svaki prirodan broj n broj 23
n
+1 deqiv sa

3n+1 i nije deqiv sa 3n+2.

Re{ewe. Dokaz oba tvr|ewa izvodimo indukcijom po n.
Za n = 1, neposredno se proverava da 32 | 23 + 1.

Pretpostavimo da 3n+1 | 23n + 1. Tada (3n+1)
3 |
(
23

n
+ 1
)3
, tj.

33n+3 | 23n+1

+ 1 + 3 · 23n ·
(
23

n

+ 1
)
.

Kako je 3n+ 3 > n+ 2, iz gorwe formule sledi da

3n+2 | 23n+1

+ 1 + 3 · 23n ·
(
23

n

+ 1
)
.

Po induktivnoj pretpostavci 3n+1 | 23n + 1, pa 3n+2 | 3 ·
(
23

n
+ 1
)
.

Dakle, 3n+2 | 23n+1
+ 1.

Tako|e, za n = 1 neposredno proveravamo da 33 - 23 + 1.
Pretpostavimo da 3n+2 - 23n + 1, za neki prirodan broj n. Pos-

tupaju}i kao u dokazu prethodnog tvr|ewa dobijamo da va`i:

3n+3 | 23n+1

+ 1 + 3 · 23n ·
(
23

n

+ 1
)
.

Sada, ako 3n+3 | 23n+1
+ 1, onda 3n+3 | 3 · 23n ·

(
23

n
+ 1
)
, odakle sledi

da 3n+2 | 23n + 1, suprotno induktivnoj pretpostavci. Dakle, 3n+3

ne deli 23
n+1

+ 1, ~ime je dokaz indukcijom zavr{en.
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23. Neka je n prirodan broj. Dokazati da je broj

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ n)

deqiv sa 2n, a nije deqiv sa 2n+1.

Re{ewe. Dokaza}emo indukcijom da se broj 2 pojavquje ta~no n
puta kao ~inilac broja (n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ n).

Za n = 1 tvr|ewe je o~igledno ta~no, jer je tada dati proizvod

jednak 2.
Pretpostavimo da se, za neki prirodan broj n, broj 2 u proizvodu

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ n) pojavquje kao ~inilac ta~no n puta.

Tada je

(n+ 1 + 1)(n+ 1 + 2) · · · (n+ 1 + n− 1)(n+ 1 + n)(n+ 1 + n+ 1)

= (n+ 2)(n+ 3) · · · (n+ n)(2n+ 1)(2n+ 2)

= (n+ 2)(n+ 3) · · · (n+ n)(2n+ 1)2(n+ 1)

= 2(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) · · · (n+ n)(2n+ 1)

pa po{to se, prema indukcijskoj pretpostavci, 2 pojavquje ta~no n
puta kao ~inilac u proizvodu (n + 1)(n + 2) · · · (n + n), a ~inilac
2n + 1 je neparan te on nije deqiv sa 2, sledi da se u proizvodu

(n+ 1+1)(n+ 1+1) · · · (n+ 1+n−1)(n+ 1+n)(n+ 1+n+1) broj
2 kao ~inilac pojavquje ta~no n+ 1 puta.

24. Koliko ima prirodnih brojeva koji nisu ve}i od 2 004 za

koje va`i [
√
n] | n?

Re{ewe. Neka je [
√
n] = k. Tada je

k 6
√
n < k + 1, tj. k2 6 n < k2 + 2k + 1.

Izme|u uzastopnih kvadrata k2 i (k+1)2 samo su brojevi k2, k2+k
i k2 + 2k deqivi sa k. Prema tome, u svakom od intervala [12, 22),
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[22, 32), . . . , [432, 442) postoje tri prirodna broja koji zadovoqavaju
dati uslov. Kako je 442 = 1936, 442+44 = 1 980 i 442+2·44 = 2 024,
brojeva sa tra`enom osobinom ima 3 · 43 + 2 = 131.

25. Dokazati da je zbir 2n + 1 uzastopnih prirodnih brojeva

deqiv sa 2n+ 1.

Re{ewe. Tvr|ewe sledi na osnovu jednakosti

k + (k + 1) + (k + 2) + · · ·+ (k + 2n) = (k + n)(2n+ 1).

26. Dokazati da ni za jedan prirodan broj n broj

12005 + 22005 + · · ·+ n2005

nije deqiv sa n+ 2.

Re{ewe. Tvr|ewe zadatka sledi na osnovu jednakosti

2
(
1 + 22005 + · · ·+ n2005

)
= 2 +

(
22005 + n2005

)
+
(
32005 + (n− 1)2005

)
+ · · ·+

(
n2005 + 22005

)
= 2 + (n+ 2)M,

gde jeM ceo broj.

27. Ako su u trocifrenom broju deqivom sa 7 posledwe dve cifre
jednake, dokazati da je zbir cifara tog broja deqiv sa 7.

Re{ewe. Neka su a, b ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}, a ̸= 0 takvi da

7 | abb = 100a+ 10b+ b = 100a+ 11b = 98a+ 7b+ 2(a+ b+ b).

Tada 7 | a + b + b, tj. zbir cifara trocifrenog broja abb deqiv
je sa 7.

28. Neka su M i N dva devetocifrena broja sa osobinom da ako

se bilo koja cifra brojaM zameni cifrom sa odgovaraju}eg mesta u
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brojuN (na primer, cifra desetica uM zameni se cifrom desetica

iz N ), dobija se broj deqiv sa 7. Dokazati da je svaki broj, koji se
dobije kad se neka cifra broja N zameni odgovaraju}om cifrom iz

M , deqiv sa 7.

Re{ewe. Neka je

M = m8m7m6m5m4m3m2m1m0 =
8∑

i=0

10imi

i

N = n8n7n6n5n4n3n2n1n0 =
8∑

i=0

10ini .

Kada se u M umesto cifre mi napi{e odgovaraju}a cifra ni iz N ,

dobije se broj M + 10i(ni − mi). Kako je taj broj deqiv sa 7, za
i = 0, 1, . . . , 8, mo`emo pisatiM + 10i(ni−mi) = 7Mi. Ozna~imo sa

Ni = N + 10i(mi − ni), i = 0, 1, . . . , 8, broj koji se dobija kada se u N
cifra ni zameni odgovaraju}om cifrommi izM . Treba dokazati da

je svaki Ni deqiv sa 7.
Sabirawem dobijamo

7
8∑

i=0

Mi = 9M +
8∑

i=0

10i(ni −mi) = 9M + (N −M) = 8M +N,

pa je

Ni = N + 10i(mi − ni) =

(
7

8∑
i=0

Mi − 8M

)
+ (M − 7Mi)

= 7

((
8∑

i=0

Mi

)
−M −Mi

)
deqiv sa 7, {to je i trebalo dokazati.
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29. (IMO 1998) Odrediti sve parove (a, b) prirodnih brojeva,
takve da je broj a2b+ a+ b deqiv sa ab2 + b+ 7.

Re{ewe. Neka par (a, b) zadovoqava uslov zadatka, tj. neka

ab2 + b+ 7 | a2b+ a+ b.

Razmotrimo najpre slu~ajeve b = 1 i b = 2.
Za b = 1 dobija se da a+ 8 | a2 + a+ 1.
Kako je a2 + a + 1 = (a + 8)(a − 7) + 57, to a + 8 | 57 = 3 · 19,

pa postoje dve mogu}nosti a = 11 i a = 49. Proverom se pokazuje da

parovi (11, 1) i (49, 1) zadovoqavaju uslov zadatka.
Za b = 2 dobijamo uslov 4a+ 9 | 2a2 + a+ 2.
Kako je 8(2a2+a+2) = (4a+9)(4a−7)+79 sledi da 4a+9 | 79,

{to je o~igledno nemogu}e, pa u ovom slu~aju nema re{ewa.

Neka je sada b > 3. Kako je

b
(
a2b+ a+ b

)
= a

(
ab2 + b+ 7

)
+ b2 − 7a,

to sledi da ab2 + b + 7 | b2 − 7a. Pri tom broj b2 − 7a ne mo`e biti
pozitivan, jer je, zbog a > 1, b2 − 7a < ab2 + b+ 7. S druge strane je

(zbog b > 3)
7a− b2 < 7a < 9a 6 ab2 + b+ 7,

a kako je broj 7a − b2 deqiv sa ab2 + b + 7, to ni on ne mo`e biti

pozitivan. Dakle, b2 = 7a. Odatle sledi da 7 | b, pa je b = 7k, k ∈ N.
Provera pokazuje da svaki par oblika (7k2, 7k), k ∈ N, zadovoqava
uslov zadatka.

Dakle, sva re{ewa su: (11, 1), (49, 1) i (7k2, 7k), k ∈ N.

30. Ako su a, b, c celi brojevi,m,n ∈ N, dokazati da va`i:
(1) (a, c) = 1, (b, c) = 1⇒ (ab, c) = 1;
(2) (a, b) = 1⇒ (am, bn) = 1;
(3) a | c, b | c, (a, b) = 1⇒ ab | c.
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Re{ewe. (1) Kako je (a, c) = 1, to postoje brojevi α, γ1 ∈ Z takvi

da je αa + γ1c = 1. Sli~no iz (b, c) = 1 sledi da postoje brojevi

β, γ2 ∈ Z takvi da je βb+γ2c = 1. Tada je αaβb = (1−γ1c)(1−γ2c),
odnosno αβab+(γ1+γ2−γ1γ2c)c = 1, odakle sledi da je (ab, c) = 1.

(2) Prema (1) imamo :

(a, b) = 1 ⇒ (a2, b) = 1⇒ · · · ⇒ (am, b) = 1
⇒ (am, b2) = 1⇒ · · · ⇒ (am, bn) = 1.

(3) Zbog (a, b) = 1 je [a, b] = ab. Kako a | c i b | c to i [a, b] | c,
odnosno ab | c.

31. Razlika dva neparna broja jednaka je 2n. Dokazati da su oni
uzajamno prosti.

Re{ewe.Neka su a i b neparni brojevi. Tada je d = (a, b) neparan
broj. Me|utim, po uslovu zadatka d | 2n, odakle je d = 1.

32. Ako je (a, b) = 1, onda je (a+b, a−b) jednak 1 ili 2. Dokazati.
Re{ewe. Ako je (a+ b, a− b) = d, tada je a+ b = dx i a− b = dy,

odakle dobijamo 2a = d(x + y) i 2b = d(x − y). To zna~i da je d
zajedni~ki delilac brojeva 2a i 2b. Kako su a i b uzajamno prosti

brojevi, to je (2a, 2b) = 2, pa d | 2, tj. d = 1 ili d = 2.

33. (IMO 1959) Dokazati da se za n ∈ N razlomak
21n+ 4

14n+ 3
ne

mo`e skratiti.

Re{ewe. Tvr|ewe sledi iz slede}eg niza jednakosti:

(21n+ 4, 14n+ 3) = (14n+ 3, 7n+ 1) = (7n+ 1, 1) = 1.

34. Ako su a i b re{ewa jedna~ine x2 + px− 1 = 0, gde je p nepa-
ran broj, tada su, za svaki nenegativan ceo broj n, brojevi an + bn i
an+1 + bn+1 celi i uzajamno prosti. Dokazati.
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Re{ewe. Prema Vietovim formulama je a+ b = −p i ab = −1.
Dokaza}emo tvr|ewe zadatka indukcijom.

Za n = 0 imamo: a0 + b0 = 2 i a1 + b1 = −p su uzajamno prosti.

Neka su an + bn i an+1 + bn+1 celi i uzajamno prosti brojevi.

Broj

an+2 + bn+2 = (a+ b)
(
an+1 + bn+1

)
− ab (an + bn)

= −p
(
an+1 + bn+1

)
+ (an + bn)

je tako|e ceo. Akobrojevi an+2+bn+2 i an+1+bn+1 ne bibili uzajamno

prosti, tada ne bi bili uzajamno prosti ni brojevi an+1 + bn+1 i

an + bn. Odatle sledi tvr|ewe zadatka.

35. Zbir 49 prirodnih brojeva jednak je 999. Na}i najve}u mogu-
}u vrednost wihovog najve}eg zajedni~kog delioca.

Re{ewe.Neka je zbir prirodnih brojeva a1, a2, . . . , a49 jednak 999
i neka je d = (a1, a2, . . . , a49). Jasno, d | 999 = 33 · 37. Tako|e, d | ai
(i d 6 ai), i = 1, 2, . . . , 49. Dakle, 999 = a1 + a2 + · · · + a49 > 49d,

odakle sledi da je d 6 999

49
< 21. Jedini delioci broja 999, mawi od

21 su: 1, 3 i 9. Vrednost d = 9, mo`e biti �dostignuta� na slede}i
na~in

999 = 9 + 9 + · · ·+ 9︸ ︷︷ ︸
48

+567.

36. Za prirodan broj ka`emo da je palindrom (ili da je sime-

tri~an) ako je jednak broju zapisanom istim ciframa u obrnutom

redosledu. (Na primer brojevi 121, 1 331, 56 788 765, 45 699 654 su

palindromi.)

Na}i najve}i zajedni~ki delilac svih desetocifrenih palin-

droma.

Re{ewe. Svaki desetocifreni palindrom je deqiv sa 11. Pored
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toga, kako je

9 999 999 999 = 11 · 909 090 909

i

1 000 000 001 = 11 · 90 909 091,

a 90 909 091 i 909 090 909 su uzajamno prosti brojevi (90 909 091 ·10−
909 090 909 = 1), sledi da je najve}i zajedni~ki delilac jednak 11.

37. (^e{ko�slova~ka matemati~ka olimpijada � druga runda,

2003) Na}i najve}i petocifreni palindrom koji je deqiv sa 101.

Re{ewe. Bilo koji petocifreni palindrom abcba mo`e se prika-
zati u obliku

abcba = 10 001a+ 1010b+ 100c = 101(99a+ 10b+ c) + 2a− c.

To zna~i da je taj palindrom deqiv sa 101 ako i samo ako je 2a−c = 0
(jer je za bilo koje cifre a i c ispuweno |2a − c| < 101). Jedna~ina
2a = c implicira da je a 6 4. Po{to tra`imo najve}i broj, uze}emo
da je a = 4. Tada je c = 8. Kako za cifru b nemamo nikakve uslove,
to }emo uzeti b = 9 da bismo dobili najve}i mogu}i broj. Dakle,

tra`eni broj je 49 894.

38. Odrediti najmawi prirodan broj koji pri deqewu sa 4, 6, 8,
10 i 12 daje ostatke redom 2, 4, 6, 8 i 10.

Re{ewe. Neka je n prirodan broj takav da je n = 4q1 + 2, za neko
q1, n = 6q2 + 4, za neko q2, n = 8q3 + 6, za neko q3, n = 10q4 + 8, za
neko q4, n = 12q5 + 10, za neko q5.

Tada 4 | n + 2, 6 | n + 2, 8 | n + 2, 10 | n + 2, 12 |n + 2, pa
[4, 6, 8, 10, 12] | n + 2. Najmawi prirodan broj takav da 120 | n + 2
([4, 6, 8, 10, 12] = 120) je 118.

39. Na}i najmawi broj koji pri deqewu sa n, n+1, . . . , n+m daje

redom ostatke r, r + 1, . . . , r +m.
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Re{ewe. To je broj [n, n+ 1, . . . , n+m]− n+ r.

40. Prirodan broj n podeqen sa 6 daje ostatak 4, a podeqen sa 15
daje ostatak 7. Koliki je ostatak pri deqewu broja n sa 30?

41. Ako su a i b prirodni brojevi, dokazati da je

an + bn 6 (a, b)n + [a, b]n za n ∈ N.

Re{ewe. Neka je d = (a, b) i s = [a, b]. Tada je s > a, s > b i
ab = ds. Iz

dn+sn−an−bn =
(ds)n + s2n − ansn − bnsn

sn
=

(sn − an)(sn − bn)

sn
> 0

sledi tvr|ewe zadatka.

42. (Mala olimpijada 1969)Neka su ai bprirodni brojevi, takvi
da je a < b. Dokazati da se me|u proizvoqnih b uzastopnih prirod-
nih brojeva mogu na}i dva ~iji je proizvod deqiv sa ab.

Re{ewe. Neka je {x1, x2, . . . , xb} skup od b uzastopnih prirodnih
brojeva. Tada se me|u wima nalazi broj xi deqiv sa b i zbog a < b,
broj xj deqiv sa a. Ako je i ̸= j tada je proizvod xixj deqiv sa ab.

Pretpostavimo sada da je i = j. Ozna~imo sa dnajve}i zajedni~ki
delilac brojeva a i b, a sa s wihov najmawi zajedni~ki sadr`alac.
Tada je ds = ab i s | xi.

Doka`imo da bar jedan od brojeva xi + d i xi − d (koji su deqivi
sa d) pripada skupu {x1, x2, . . . , xb}. Ako to ne bi bio slu~aj, bilo

bi xi + d > xb i xi − d < x1, odakle bi sledilo 2d > xb − x1 + 1 = b.
Me|utim, zbog d | b, to bi zna~ilo da je d = b > a, pa ne bi moglo da
va`i d | a, {to je suprotno definiciji broja d.

Ako xi+ d ∈ {x1, x2, . . . , xb}, tada je proizvod xi(xi+ d) deqiv sa
ds = ab, a u suprotnom je xi(xi − d) deqivo sa ab.
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43. Ako je 1! + 2! + · · · + n! = m!, tada je 1! + 2! + · · · +m! = n!.
Dokazati.

Re{ewe. Pretpostavimo da je n > 1. Svi sabirci, osim prvog,

u zbiru 1! + 2! + · · · + n! su parni. Stoga je zbir neparan, pa je i

m! neparan broj. To je mogu}e samo za m = 1. Me|utim, za n > 1 je
m > 1. Otuda jem = n = 1 i jednakosti trivijalno va`e.

44. Ako su a, b,m, n prirodni brojevi, (a, b) = 1 i a > 1, dokaza-
ti implikaciju

am + bm | an + bn ⇒ m | n.

Re{ewe. Neka su a, b,m, n prirodni brojevi, (a, b) = 1, a > 1 i
am + bm | an + bn. Pretpostavimo da m - n. Tada je n = qm + r,
0 < r < m.

pNapomena. a− b | an− bn, za svaki prirodan broj n i a+ b | an+ bn,
za svaki neparan broj n. y

Mogu}a su slede}a dva slu~aja:

1. slu~aj: q je neparan;

an + bn = aqm+r + bqm+r = aqmar + bqmbr

= aqmar + bqmar + bqmbr − bqmar

= ((am)q + (bm)q) ar + bmq (br − ar) .

am + bm | an + bn, po pretpostavci,
am + bm | (am)q + (bm)q , jer je q neparan broj,
(bmq, am + bm) = 1, jer je (a, b) = 1,
|br − ar| < ar + br < am + bm, jer je r < m. Kontradikcija.
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2. slu~aj: q je paran; q = s+ 1, s je neparan.

an + bn = amsam+r + bmsbm+r

= amsam+r + bmsam+r + bmsbm+r

+ambms+r − bmsam+r − ambms+r

= am+r ((am)s + (bm)s) + bms+r (bm + am)
−ambms (ar + br) .

Po{to je (am+bm, ambms) = 1, jer je (a, b) = 1, sli~nim rezonovawem
kao u slu~aju pod 1. dolazimo do kontradikcije.

45. (Savezno takmi~ewe 1969, II razred) Dokazati da je za svaki
prirodan broj n bar jedan od brojeva 33n + 23n i 33n − 23n deqiv sa
35.

Re{ewe. Ako je n neparan broj, onda je 33n + 23n = 27n + 8n, pa
27 + 8 = 35 | 27n + 8n.

Ako je n = 2k, za neki k ∈ N, onda je

33n − 23n = 36k − 26k = 729k − 64k = (729− 64)
k−1∑
i=0

729k−1−i64i,

pa tvr|ewe sledi, jer je 729− 64 = 19 · 35.

46. Neka su a, b i c celi brojevi takvi da va`i a+b+c | a2+b2+c2.
Dokazati da postoji beskona~no mnogo prirodnih brojeva n za koje

a+ b+ c | an + bn + cn.

Re{ewe. Doka`imo indukcijom po broju k da je za sve prirodne

brojeve oblika n = 2k ispuweno:

a+ b+ c | an + bn + cn, a+ b+ c | 2(anbn + bncn + cnan).
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Za k = 1 prvo tvr|ewe je o~igledno, a drugo sledi iz

2(ab+ bc+ ca) = (a+ b+ c)2 − (a2 + b2 + c2).

Neka tvr|ewe va`i za neko k. Iz

a2
k+1

+ b2
k+1

+ c2
k+1

=
(
a2

k

+ b2
k

+ c2
k
)2
− 2

(
a2

k

b2
k

+ b2
k

c2
k

+ c2
k

a2
k
)

dobijamo prvo tvr|ewe i za k + 1, a iz

a2
k+1

b2
k+1

+ b2
k+1

c2
k+1

+ c2
k+1

a2
k+1

=
(
a2

k

b2
k

+ b2
k

c2
k

+ c2
k

a2
k
)2
− 2

(
a2

k

+ b2
k

+ c2
k
)
a2

k

b2
k

c2
k

i drugo.

47. Na}i sve prirodne brojeve koji se zavr{avaju dvema istim

ciframa kojima se zavr{avaju i wihovi kvadrati.

Re{ewe. Neka je a prirodan broj koji se zavr{ava sa dve iste

cifre kao i wegov kvadrat. Tada 100 | a2 − a = a(a− 1), tj.

a(a− 1) = 100k = 4 · 25 · k za neki k.

Po{to je (a− 1, a) = 1, imamo da:

(25 | a i 4 | a−1) ili (25 | a−1 i 4 | a) ili 100 | a ili 100 | a−1.

U prvom slu~aju, kada 25 | a i 4 | a − 1, broj a se zavr{ava

ciframa 00, 25, 50 ili 75, tj.

a = . . . 00 ili a = . . . 25 ili a = . . . 50 ili a = . . . 75

pa je

a−1 = . . . 99 ili a−1 = . . . 24 ili a−1 = . . . 49 ili a−1 = . . . 74.
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Jedino u slu~aju kada se a zavr{ava ciframa 25, broj a− 1 je deqiv
sa 4, pa 100 | a2 − a.

U drugom slu~aju, kada 25 | a − 1 i 4 | a, broj a − 1 se zavr{ava
ciframa 00, 25, 50 ili 75, tj.

a−1 = . . . 00 ili a−1 = . . . 25 ili a−1 = . . . 50 ili a−1 = . . . 75,

pa je

a = . . . 01 ili a = . . . 26 ili a = . . . 51 ili a = . . . 76.

Jedino u slu~aju kada se a−1 zavr{ava ciframa 75, tj. a se zavr{ava
ciframa 76, broj a je deqiv sa 4, pa 100 | a2 − a.

Ako 100 | a, tada su 00 posledwe dve cifre broja a, pa 100 | a2−a.

Najzad, ako 100 | a − 1, posledwe dve cifre broja a su 01, i
100 | a2 − a.

Dakle, tra`eni brojevi su svi brojevi koje se zavr{avaju ciframa

25, 76, 00 ili 01.

48. (MMO 2002) Na}i sve prirodne brojeve x, y takve da y | x2+1
i x2 | y3 + 1.

Re{ewe. Ako je x = y, tada je x = y = 1 jedno re{ewe. Tako|e,
ako je y = 2, tada je x = 1 ili x = 3. Dakle, na{li smo tri re{ewa:
(1, 1), (1, 2), (3, 2).

Neka je sada (x, y) re{ewe takvo da je x ̸= y i y > 2. Tada

su brojevi
x2 + 1

y
i

y3 + 1

x2
prirodni i wihov proizvod je tako|e

prirodan broj. Kako je

x2 + 1

y
· y

3 + 1

x2
= y2 +

x2 + y3 + 1

x2y
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i broj
x2 + y3 + 1

x2y
je tako|e prirodan. Me|utim, tada je

x2 + y3 + 1 > x2y ⇔ x2(y − 1) 6 y3 + 1

⇔ x2 6 y3 + 1

y − 1
= y2 + y + 1 +

2

y − 1

⇒ x2 6 y2 + y + 1 + 1

⇒ x2 < (y + 1)2

⇒ x < y + 1

Dakle, ako je (x, y) re{ewe takvo da je x ̸= y i y > 2, tada je x < y.
Daqe, iz y | x2 +1 sledi da je x2 +1 = yy1, za neki prirodan broj y1.
O~igledno je x > 1. Ako bi bilo y1 > x, imali bismo

yy1 > (x+ 1)x = x2 + x > x2 + 1,

{to je nemogu}e. Dakle, y1 < x. Iz jednakosti x2 + 1 = yy1 sledi da

y1 | x2 + 1, kao i da je y =
x2 + 1

y1
i

y3 + 1 =
(x2 + 1)3

y31
+ 1 =

(x2 + 1)3 + y31
y31

,

pa x2 | (x
2 + 1)3 + y31

y31
, odakle sledi da x2 | (x2 + 1)3 + y31 , tj. da

x2 | y31 + 1.
Na kraju imamo da y1 | x2 + 1, x2 | y31 + 1 i y1 < x, pa mora biti

y1 6 2. Dakle, problem se svodi na slede}e slu~ajeve:

(1) y1 = 1: tada je y = x2 + 1, tj. x2 = y − 1 i (y − 1) | y3 + 1.
Me|utim,

y3 + 1 = y3 − 1 + 2 = (y − 1)(y2 + y + 1) + 2,



2. DEQIVOST CELIH BROJEVA 49

pa y − 1 | 2, odakle je y = 3, a direktnom proverom vidimo da ovo

nije re{ewe.

(2) y1 = 2: tada je 2y = x2 + 1, tj. x2 = 2y − 1 i 2y − 1 | y3 + 1,
pa i 2y − 1 | 8y3 + 8.Me|utim, iz

8y3 + 8 = (2y − 1)(4y2 + 4y + 1) + 9

dobijamo da 2y − 1 | 9. Tada iz y > 2, tj. 2y − 1 > 3, dobijamo y = 5,
odakle direktno nalazimo da je x = 3.

Dakle, re{ewa su: (1, 1), (1, 2), (3, 2), (3, 5).



3. Prosti brojevi

DEFINICIJA 3.1. Ceo broj p > 1 je prost ako nema nijedan delilac

d, 1 < d < p. Ceo brojm > 1 koji nije prost je slo`en broj.

TEOREMA 3.1. Prirodan broj n > 1 je slo`en ako i samo ako ima

prost faktor p, takav da je p 6 √n.
DOKAZ. Ako n ima prost faktor p 6 √n, onda je on o~igledno

slo`en broj. Obrnuto, ako je p najmawi prost faktor slo`enog bro-
ja n, tada postoji prirodan broj q takav da je n = pq, i pri tom je

q > p. Odatle sledi da je p 6 √n.
TEOREMA 3.2. (Euklid) Postoji beskona~no mnogo prostih brojeva,

tj. od svakog prostog broja postoji ve}i prost broj.

DOKAZ. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji kona~no mnogo

prostih brojeva. Neka su to brojevi p1, p2, . . . , pk, i neka su svi

ostali prirodni brojevi (ve}i od 1) slo`eni. Posmatrajmo broj

n = p1p2 · · · pk+1. Prema na{oj pretpostavci on mora biti slo`en,
pa mora biti deqiv nekim prostim brojem. Me|utim, to je nemogu}e

jer pri deqewu bilo kojim od brojeva p1, p2, . . . , pk daje ostatak 1.
Kontradikcija.

TEOREMA 3.3. Ako je dat proizvoqan prirodan broj k, uvek se mo`e

na}i k uzastopnih slo`enih brojeva.

DOKAZ. Posmatrajmo slede}ih k uzastopnih prirodnih brojeva:

A1 = (k + 1)k(k − 1) · · · 3 · 2 · 1 + 2

A2 = (k + 1)k(k − 1) · · · 3 · 2 · 1 + 3
...

Ak = (k + 1)k(k − 1) · · · 3 · 2 · 1 + k + 1.
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Po{to je broj A1 deqiv sa 2, A2 sa 3, . . . , Ak sa k + 1, svih k brojeva
su slo`eni.

TEOREMA 3.4. (Euklidova lema) Ako je p prost broj i p | ab, onda p | a
ili p | b.

DOKAZ. Pretpostavimo da p - a. Tada je (p, a) = 1, pa p | b (teorema
2.8.).

TEOREMA 3.5. (Osnovni stav aritmetike) Svaki prirodan broj N
ve}i od 1 mo`e se jednozna~no predstaviti u obliku proizvoda pros-

tih ~inilaca (sata~no{}u dowihovog poretka). Preciznije, za svaki

prirodan brojN > 1 postoje jedinstveni prosti brojevi p1, p2, . . . , pk,
takvi da je p1 < p2 < · · · < pk, i jedinstveni prirodni brojevi

α1, α2, . . . , αk tako da je

N = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k (Kanonska faktorizacija broja N .)

DOKAZ. Ako je N prost broj tvr|ewe o~igledno va`i. Pretposta-

vimo da tvr|ewe va`i za svaki slo`en broj mawi od N . Ako je N
slo`en broj, tada postoji prirodan broj d takav da je 1 < d < N
i d | N . Ozna~imo najmawi takav broj sa p1. Tada p1 mora biti
prost broj (ako bi bio slo`en tada bi postojao prost broj p < p1,
takav da p | p1, ali tada p | N , {to je u suprotnosti sa izborom broja

p1 kao najmaweg prirodnog broja ve}eg od 1 koji deli N ). Tada je

N = p1n1, gde je 1 < n1 < N . Po indukcijskoj pretpostavci broj n1

se mo`e predstaviti kao proizvod prostih faktora, pa prema tome

mo`e iN . Grupi{u}i jednake proste faktore broja N , zakqu~ujemo

da se svaki prirodan broj N > 1 mo`e predstaviti u obliku

N = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k ,

gde su p1 < p2 < · · · < pk prosti brojevi i α1, α2, . . . , αk ∈ N.
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Doka`imo sada da je predstavqawe broja N u obliku proizvoda

prostih ~inilaca jedinstveno. Pretpostavimo suprotno, tj. da pri-

rodan broj N ima dve takve faktorizacije:

N = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k , p1 < p2 < · · · < pk, α1, α2, . . . , αk ∈ N

N = qβ1

1 qβ2

2 · · · q
βℓ

ℓ , q1 < q2 < · · · < qℓ, β1, β2, . . . , βℓ ∈ N.

S obzirom na to da pi | qβ1

1 qβ2

2 · · · q
βℓ

ℓ , 1 6 i 6 k, to postoji indeks j
takav da je pi = qj , 1 6 j 6 ℓ. Dakle, {p1, p2, . . . , pk} ⊆ {q1, q2, . . . , qℓ}
i simetri~no {q1, q2, . . . , qℓ} ⊆ {p1, p2, . . . , pk}. Prema tome, k = ℓ
i s obzirom na to da su nizovi p1, p2, . . . , pk i q1, q2, . . . , qℓ rastu}i,
sledi da je p1 = q1, p2 = q2, . . . , pk = qk.

Pretpostavimo da je α1 ̸= β1, na primer α1 = β1 + γ, γ > 0. Tada

pγ1p
α2
2 · · · p

αk
k = pβ1

2 · · · p
βk

k ,

pa p1 deli levu i ne deli desnu prethodne jednakosti, {to je kon-

tradikcija, pa je α1 = β1. Sli~no α2 = β2, . . . , αk = βk, odakle sledi

jedinstvenost faktorizacije.

Koriste}i osnovni stav aritmetike lako se odre|uje najve}i za-

jedni~ki delilac i najmawi zajedni~ki sadr`alac zadatih prirod-

nih brojeva. Naime, ako je

a = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k , b = pβ1

1 pβ2

2 · · · p
βk

k

(neki od brojeva αi, βi mogu biti i jednaki nuli), imamo da je:

(a, b) = p
min{α1,β1}
1 p

min{α2,β2}
2 · · · pmin{αk,βk}

k ,

[a, b] = p
max{α1,β1}
1 p

max{α2,β2}
2 · · · pmax{αk,βk}

k .

Odavde, zbog jednakosti

min{α, β}+max{α, β} = α + β

dobijamo elegantan dokaz teoreme 2.11.
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TEOREMA 3.6. Ako je proizvod dva uzajamno prosta prirodna broja

kvadrat celog broja, tj. ako je ab = c2, (a, b) = 1, tada su i a i b
kvadrati celih brojeva: a = a21, b = b21.

DOKAZ. Da bi broj bio kvadrat celog broja, neophodno je i dovoqno

da su mu svi eksponenti u kanonskoj faktorizaciji parni. Kako su a
i b uzajamno prosti, to oni nemaju zajedni~kih delilaca, pa je svaki
prost delilac broja c2 ili delilac broja a ili delilac broja b, ali
ne i delilac oba ova broja. Zato svi prosti faktori brojeva a i b u
kanonskoj faktorizaciji moraju imati parne eksponente, tj. a i b su
kvadrati celih brojeva.

TEOREMA 3.7. Neka je a = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k kanonska faktorizacija bro-

ja a. Tada su svi pozitivni delioci broja a oblika

d = pβ1

1 pβ2

2 · · · p
βk

k , 0 6 βi 6 αi (i = 1, k).

Specijalno, ako ukupan broj pozitivnih delilaca broja a (ukqu~uju}i
1 i samo a) ozna~imo sa τ(a), tada je

τ(a) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αk + 1).

Ako zbir svih pozitivnih delilaca broja a ozna~imo sa σ(a), tada je

σ(a) =
pα1+1
1 − 1

p1 − 1
· p

α2+1
2 − 1

p2 − 1
· . . . · p

αk+1
k − 1

pk − 1
.

DOKAZ. Va`i da d | a jer je a = md, gde je m = pγ11 pγ22 · · · p
γk
k , gde je

γi = αi − βi, za i = 1, 2, . . . , k. O~igledno je da delioci broja a ne
mogu sadr`ati u svojoj kanonskoj faktorizaciji proste brojeve koji

nisu u kanonskoj faktorizaciji broja a, niti mo`e neko βi biti ve}e

od odgovaraju}eg αi.

Iz prvog dela teoreme vidimo da se kod proizvoqnog delioca d
broja a, eksponent βi, sa kojim se prost broj pi pojavquje u kanonskoj
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faktorizaciji broja d, mo`e izabrati na αi+1 na~ina, odakle sledi
da je

τ(a) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αk + 1).

Ostaje jo{ da doka`emo da va`i data formula za zbir delilaca

broja a. To }emo dokazati indukcijom po broju (razli~itih) prostih
delilaca broja a.

Ako je a = pα, za neki prost broj p i neko α ∈ N, tada su

1, p, p2, . . . , pα svi pozitivni delioci broja a, i va`i

1 + p+ p2 + · · ·+ pα =
pα+1 − 1

p− 1
.

Pretpostavimo da jednakost va`i za sve prirodne brojeve koji

imaju k (razli~itih) prostih delilaca.
Neka je a = pα1

1 pα2
2 · · · p

αk
k · p

αk+1

k+1 . Ako je a0 = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k , tada

imamo da su:

d1, d1 · pk+1, . . . , d1 · pαk+1

k+1

d2, d2 · pk+1, . . . , d2 · pαk+1

k+1

...

svi delioci broja a, gde su d1, d2, . . . svi delioci broja a0, pa je

σ(a) =
∑
d|a

d =
∑
d|a0

(
d+ d · pk+1 + · · ·+ d · pαk+1

k+1

)
=
(
1 + pk+1 + · · ·+ p

αk+1

k+1

)∑
d|a0

d

=
p
αk+1+1
k+1 − 1

pk+1 − 1
· p

α1+1
1 − 1

p1 − 1
· . . . · p

αk+1
k − 1

pk − 1
.

DEFINICIJA 3.2. Funkcija f : N→ Z je multiplikativna ako:

(1) za neko n0 ∈ N je f(n0) ̸= 0;
(2) ako je (m,n) = 1, onda je f(mn) = f(m)f(n).
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TEOREMA 3.8. Funkcije τ i σ su multiplikativne.

DOKAZ. Ako sum i n uzajamno prosti brojevi, tada je

m = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k i n = qβ1

1 qβ2

2 · · · q
βℓ

ℓ ,

pri ~emu se nijedan od brojeva pi ne poklapa ni sa jednim od brojeva

qj . Tada je

mn = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k qβ1

1 qβ2

2 · · · q
βℓ

ℓ

kanonska faktorizacija brojamn, pa na osnovu teoreme 3.7. sledi

τ(mn) = (α1 + 1) · · · (αk + 1)(β1 + 1) · · · (βℓ + 1) = τ(m)τ(n)

i

σ(mn) =
pα1+1
1 − 1

p1 − 1
· · · p

αk+1
k − 1

pk − 1

qβ1+1
1 − 1

q1 − 1
· · · q

βℓ+1
ℓ − 1

qℓ − 1
= σ(m)σ(n).

Dakle, funkcije τ i σ su multiplikativne.

Na kraju }emo dati elegantniji, ali te`e ~itqiv, zapis dokaza

formule za zbir delilaca broja a (teorema 3.7.). Zbir svih delilaca
broja a je

σ(a) =

α1∑
β1=0

α2∑
β2=0

· · ·
αk∑

βk=0

pβ1

1 pβ2

2 · · · p
βk

k

=
k∏

i=1

(
1 + pi + p2i + · · ·+ pαi

i

)
=

k∏
i=1

pαi+1
i − 1

pi − 1
.
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3.1. Fermaovi brojevi

Veliki broj matemati~ara je bezuspe{no poku{avao da na|e op-

{tu formulu za proste brojeve, tj. polinom P (x) ~ije bi vrednosti
za sve nenegativne cele brojeve bile prosti brojevi. Interesantan je

polinomP (n) = n2−79n+1601 koji za 0 6 n 6 79, n ∈ Z, daje proste
brojeve, ali za n = 80 je f(80) = 802 − 79 · 80 + 1 601 = 1 681 = 412.

LEMA 3.1. Za svaki polinom P (x), stepena ve}eg od 1, sa celobrojnim
koeficijentima, postoji prirodan broj n takav da P (n) nije prost
broj.

DOKAZ. Za svaki prirodan broj a postoji polinom A(x) sa celobro-
jnim koeficijentima takav da je

P (x) = (x− a)A(x) + P (a).

Ako polinom P (x) ima koren koji je prirodan broj, tj. postoji
prirodanbroja0 takav da jeP (a0) = 0, tada jeP (x) = (x−a0)A0(x), za
x ∈ N, pri ~emu jeA0 neki polinom sa celobrojnim koeficijentima,

odakle nije te{ko zakqu~iti da postoji prirodan broj n takav da je
P (n) slo`en.

Ako polinomP (x) nema koren koji je prirodan broj, tada postoji
prirodan broj a takav da je P (a) > 1 (ili P (a) < −1), a tako|e i,
dovoqno veliki, prirodan broj m takav da je za n0 = a + mP (a),
n0 ∈ N, A(n0) ̸= 0 (polinom A(x) ima najvi{e kona~no mnogo ko-

rena) i 1 +mA(n0) ̸∈ {−1, 0, 1}. Tada je

P (n0) = P (a)(mA(n0) + 1),

tj. P (n0) je slo`en broj.
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NAPOMENA. Skup prostih brojeva je skup svih pozitivnih vred-

nosti polinoma (ima 26 promenqivih i 25-og je stepena):
(k+2)(1− (wz+h+ j− q)2− ((gk+2g+ k+1)(h+ j)+h− z)2−
(2n+ p+ q + z − e)2 − (16(k + 1)3(k + 2)(n+ 1)2 + 1− f 2)2−
(e3(e+ 2)(a+ 1)2 + 1− o2)2 − ((a2 − 1)y2 + 1− x2)2−
(16r2y4(a2 − 1) + 1− u2)2−
(((a+ u2(u2 − a))2 − 1)(n+ 4dy)2 + 1− (x+ cu)2)2−
(n+L+ v− y)2− ((a2− 1)L2 + 1−m2)2− (ai+ k+ 1−L− i)2−
(p+ L(a− n− 1) + b(2an+ 2a− n2 − 2n− 2)−m)2−
(q + y(a− p− 1) + s(2ap+ 2a− p2 − 2p− 2)− x)2−
(z + pL(a− p) + t(2ap− p2 − 1)− pm)2)

U vezi sa tra`ewem formula koje daju proste brojeve pomenu}emo

pogre{nu Fermaovu hipotezu. Ferma je izu~avao brojeve oblika

fn = 22
n

+ 1 (n ∈ N ∪ {0}),

koji se po wemu nazivaju Fermaovi brojevi. Za prvih 5 vrednosti od
n Ferma je dobio redom brojeve

f0 = 3, f1 = 5, f2 = 17, f3 = 257, f4 = 65 537.

Proverom je utvrdio da su svi oni prosti. On je izrekao hipotezu

da je i za sve n > 5 broj fn prost. Me|utim, Ojler je pokazao da je

broj

f5 = 4294 967 297 = 641 · 6 700 417

slo`en.

Napomenimo jo{ da do danas nije prona|en ni jedan prost Fer-

maov broj ve}i od f4.
Pokazano je da je pitawe da li je neki Feramov broj prost ili

slo`enpovezano sa problemomkonstrukcije pravilnihmnogouglova

pomo}u lewira i {estara.
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TEOREMA 3.9. (Gaus)Pravilan mnogougao sa n stranica mo`e se kon-

struisati {estarom i lewirom ako i samo ako je n prirodan broj

oblika n = 2sp1p2 . . . pk, gde je s nenegativan ceo broj, a p1, p2, . . . , pk
razli~iti Fermaovi prosti brojevi ili je n = 2s, gde je s > 1 ceo

broj.

Napomenimo da je Gaus bio �odu{evqen� dokazom da se pravilni

17-tougao mo`e konstruisati lewirom i {estarom i da je wegova

`eqabila damu na nadgrobnom spomeniku bude urezan ba{pravilan

17-tougao.

3.2. Mersenovi brojevi

TEOREMA 3.10. Ako je n prirodan broj i 2n − 1 prost broj, onda je i n
prost broj.

DOKAZ. Dokaza}emo ekvivalentno tvr|ewe, tj. da je 2n − 1 slo`en
broj ako je n slo`en broj. Neka je n = rs, r > 1, s > 1. Tada je

2n − 1 = 2rs − 1 = (2r)s − 1

= (2r − 1)
(
(2r)s−1 + (2r)s−2 + · · ·+ 1

)
,

tj. broj 2n − 1 je slo`en.

Obrat prethodne teoreme ne va`i {to pokazuje slede}i primer

211 − 1 = 2 047 = 23 · 89.

Brojevi oblika Mn = 2n − 1, n ∈ N nazivaju se Mersenovi

brojevi. Videli smo (teorema 3.10.) da oni mogu biti prosti samo

ako je n prost broj.
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Za proste brojeve p, brojevi Mp = 2p − 1, koji su i sami prosti,
nazivaju se prosti Mersenovi brojevi.

Ina~e, Mersen je ove brojeve izu~avao u vezi sa savr{enim bro-

jevima.

DEFINICIJA 3.3. Prirodan broj n je savr{en broj ako je jednak zbiru
svih svojih pozitivnih delilaca (iskqu~uju}i sam broj n), tj. ako je
σ(n) = 2n.

Prva tri savr{ena broja su 6 = 1+2+3, 28 = 1+2+4+7+14,
496 = 1+2+4+8+16+31+62+124+248, i to su jedini savr{eni
brojevi mawi od 1 000. ^etvrti savr{en broj je 8 128. Primetimo
da va`i:

6 = 2 · 3, 28 = 4 · 7, 496 = 16 · 31, 8 128 = 64 · 127.

TEOREMA 3.11. Ako je 2p − 1 prost broj onda je 2p−1 (2p − 1) savr{en
broj i svaki paran savr{en broj je tog oblika.

DOKAZ. Neka je k = 2p − 1 prost broj i n = 2p−1 (2p − 1). Da bismo
pokazali da je broj n savr{en treba pokazati da je σ(n) = 2n. Po{to
je funkcija σ multiplikativna i σ(k) = k + 1 = 2p, to je

σ(n) = σ
(
2p−1

)
· σ(k)

=
(
1 + 2 + 22 + · · ·+ 2p−1

)
· 2p

= (2p − 1) · 2 · 2p−1 = 2n,

odakle sledi da je broj n savr{en.

Obrnuto, neka je n proizvoqan paran savr{en broj. Zapi{imo

ga u obliku n = 2p−1m, gde je m neparan broj i p > 2. Iz multipli-
kativnosti funkcije σ sledi:

σ
(
2p−1m

)
= σ

(
2p−1

)
σ(m) = (2p − 1) · σ(m).
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Po{to je n savr{en broj to je

σ(n) = 2n = 2pm.

Iz prethodne dve jednakosti sledi

2pm = (2p − 1) · σ(m),

pa zakqu~ujemo da 2p − 1 | 2pm, tj. da 2p − 1 | m. Prema tome,

m = (2p − 1)M . Zamewuju}i to u prethodnu jednakost dobijamo

2p (2p − 1)M = (2p − 1) · σ(m), tj. 2pM = σ(m).

Kako su im iM delioci odm to je

2pM = σ(m) > m+M = 2pM,

pa je σ(m) = m+M . To zna~i da je brojm prost i jedina wegova dva

delioca sum i 1 = M . Prema tome,m = 2p − 1 je prost broj, {to je
i trebalo dokazati.

Napomenimodanije poznato da lipostoje neparni savr{enibro-

jevi. Ovo je jedan od najstarijih nere{enih problema u matematici.

Poznato je jedino da bi takav broj, ako postoji, morao imati najmawe

300 cifara u dekadnom zapisu i da bi morao imati prost delilac

ve}i od 1020. Ina~e, parni savr{eni brojevi se mogu zavr{avati

jedino ciframa 6 i 8, {to se lako mo`e pokazati kori{}ewem

prethodne teoreme.

Nala`ewe {to ve}eg prostog broja je veliki izazov za mnoge

matemati~are. Danas se to uglavnom svodi na nala`ewe {to ve}eg

Mersenovog prostog broja.

Xorx Voltman je 1996. godine osnovao me|unarodno udru`ewe

GIMPS (the Great Internet Mersenne Prime Search) koje ima vi{e



3. PROSTI BROJEVI 61

od 100 000 ~lanova koji tragaju za {to ve}im Mersenovim prostim

brojem. Pri tom koriste internet i zajedni~ki centralni ra~unar

(GIMPS) za testirawe i proveru. Do osnivawa ovog udru`ewa bila
su poznata 34Mersenova broja, a do sada je otkriveno jo{ 6.

38. Mersenov prost broj 26972593 − 1 je otkriven 1999. (Clark-
son, Woltman, Kurowski), i to je bio prvi otkriveni prost broj sa
vi{e od 1 000 000 cifara. U wegovom dekadnom zapisu ima 2 098 960
cifara.

Posle toga su otkrivena jo{ dva Mersenova prosta broja, i to

213466917 − 1 (Cameron, Woltman, Kurowski 2001. godine, 4 053 946
cifara) i

220996011 − 1

(Shafer, Woltman, Kurowski 17. novembra 2003. godine), ali jo{

traje provera da li je do sada najve}i otkriveni prost broj (u ~ijem

dekadnom zapisu u~estvuje 6 320 430 cifara) 40.Mersenovprost broj

ili mo`da ima jo{ neki mawi od wega koji nije poznat. Mo`da }e

to biti poznato kada vi budete ~itali ovu kwigu. Mo`da }e do tada

biti otkriven jo{ neki Mersenov prost broj. Zato posetite sajt

http://www.mersenne.org/status.htm

gde se rezultati a`uriraju na svakih sat vremena.

Trenutno je aktuelna nagrada od 100 000 ameri~kih dolara za

prvu osoba koja prona|e prost broj sa vi{e od 10 000 000 cifara.

3.3. Distribucija prostih brojeva

TEOREMA 3.12. (Teorema o prostim brojevima) Obele`imo sa π(n)
broj prostih brojeva ne ve}ih od n. Tada va`i

π(n) ∼
n

lnn
.
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(^ita se: π(n) je asimptotski jednako sa
n

lnn
.)

Dokaz prethodne teoreme zahteva slo`en matemati~ki aparat, pa

}emo ga izostaviti. Teorema o prostim brojevima zapravo tvrdi da

za svaki realan broj ε > 0 (ma koliko on bio mali) postoji neki

prirodan broj n0 (koji zavisi od ε), takav da je za sve prirodne

brojeve n > n0 ispuweno

1− ε <
π(n)
n

lnn

< 1 + ε.

Napomenimo samo da je ovo tvr|ewe izneo kao hipotezu Gaus 1840.

godine, a dokazali su je nezavisno Vale-Pusen i Adamar 1896. Pre

wih, ta~nije 1850. godine, ^ebi{ev je dokazao da za svaki prirodan

broj n > 1 va`i
7

8
· n

lnn
6 π(n) 6 9

8
· n

lnn
.

Nave{}emo bez dokaza jo{ jednu teoremu koja govori o distribu-

ciji prostih brojeva:

TEOREMA 3.13. (Dirihle) Neka su a i m uzajamno prosti prirodni

brojevi. Tada svaki aritmeti~ki niz (a+km), k = 0, 1, 2 . . . sadr`i

beskona~no mnogo prostih brojeva.

3.4. Zadaci

49. Dokazati da je svaki prost broj p > 3 oblika 6k+1 ili 6k+5
(k ∈ N ∪ {0}).
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Re{ewe.Svi nenegativni celi brojevi su oblika 6k, 6k+1, 6k+2,
6k + 3, 6k + 4 ili 6k + 5 (k ∈ N ∪ {0}). Po{to brojevi 6k, 6k + 2,
6k + 3 i 6k + 4 ne mogu biti prosti, svaki prost broj ve}i od 3 je
oblika 6k + 1 ili 6k + 5.

pNapomena. Ekvivalentnaformulacija tvr|ewaprethodnog zadatka
je da je svaki prost broj p > 3 oblika 6k + 1 ili 6k − 1 (k ∈ N), {to
se ~esto kra}e zapisuje p = 6k ± 1 (k ∈ N). y

50. (1) Ako je p prost broj ve}i od 3, dokazati da 24 | p2 − 1.
(2) Ako su p i q prosti brojevi ve}i od 3, dokazati da va`i

24 | p2 − q2.

Re{ewe. (1) Po{to je p2− 1 = (p− 1)(p+1) i kako je p neparan
broj, to su p− 1 i p+1 dva uzastopna parna broja i wihov proizvod
je deqiv sa 8. Daqe, p− 1, p, p+ 1 su 3 uzastopna prirodna broja, pa
je jedan od wih deqiv sa 3. To sigurno nije p jer je p prost broj ve}i
od 3, pa je jedan od brojeva p− 1 i p+ 1 deqiv sa 3, a onda je i wihov
proizvod, tj. p2 − 1, deqiv sa 3.

Dakle, 3 | p2 − 1 i 8 | p2 − 1, pa kako je (3, 8) = 1, to sledi da

24 = 3 · 8 | p2 − 1.

(2) Tvr|ewe (2) sledi iz tvr|ewa (1) zbog

p2 − q2 = (p2 − 1)− (q2 − 1).

51. Na}i sve proste brojeve p takve da su i brojevi

(a) 8p2 + 1; (b) p+ 10 i p+ 14; (v) p2 + 4 i p2 + 6
prosti.

Re{ewe. (a) Ako je p = 2, tada 8p2 + 1 = 33 nije prost broj.

Ako je p = 3, tada 8p2 + 1 = 73 jeste prost broj.

Za p = 5 broj 8p2 + 1 = 201 nije prost.

Neka je sada p prost broj ve}i od 5. Tada je p oblika 6k + 1 ili
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6k + 5 (k ∈ N). Ako je p = 6k + 1, tada je

8(6k + 1)2 + 1 = 8(36k2 + 12k + 1) + 1 = 3 · (96k2 + 32k + 3)

slo`en broj. Ako je p = 6k + 5, tada je

8(6k + 5)2 + 1 = 8(36k2 + 60k + 25) + 1 = 3 · (96k2 + 160k + 67)

slo`en broj.

Dakle, jedino re{ewe je p = 3.

(b) (Prvo re{ewe) Za p = 2 broj p+ 10 = 12 nije prost.
Za p = 3 brojevi p+ 10 = 13 i p+ 14 = 17 su prosti.
Ako je p = 5, tada opet broj p+ 10 = 15 nije prost.
Neka je p prost broj ve}i od 5. Mogu}a su dva slu~aja:

p = 6k+1 za neki k � tada je p+14 = 6k+15 = 3(2k+5) slo`en
broj;

p = 6k+5 za neki k � tada je p+10 = 6k+15 = 3(2k+5) slo`en
broj.

(Drugo re{ewe) Svaki prirodan broj je oblika 3k, 3k + 1 ili

3k + 2. Me|u brojevima oblika 3k jedino je p = 3 prost broj. U tom

slu~aju su i brojevi p+10 = 13 i p+14 = 17 tako|e prosti, pa p = 3
jeste re{ewe.

Za p = 3k+1 broj p+14 = 3(k+5) je slo`en, a za p = 3k+2 broj
p+ 10 = 3(k + 4) je slo`en.

Dakle, jedini prost broj sa tra`enom osobinom je broj 3.

(v) Ako je p = 2, tada je p2 + 4 = 8 slo`en broj.
Za p = 3 je p2 + 6 = 15 slo`en broj.
Za p = 5 su brojevi p2 + 4 = 29 i p2 + 6 = 31 prosti.
Ako je p prost broj ve}i od 5, tada razlikujemo slede}e slu~ajeve:
1. p = 5k + 1 za neko k: p2 + 4 = (5k + 1)2 + 4 = 5(5k2 + 2k + 1)

je slo`en broj;

2. p = 5k + 2 za neko k: p2 + 6 = (5k + 2)2 + 6 = 5(5k2 + 4k + 2)
je slo`en broj;
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3. p = 5k + 3 za neko k: p2 + 6 = (5k + 3)2 + 6 = 5(5k2 + 6k + 3)
je slo`en broj;

4. p = 5k + 4 za neko k: p2 + 4 = (5k + 4)2 + 4 = 5(5k2 + 8k + 4)
je slo`en broj.

Dakle, jedino re{ewe je p = 5.

52. Ako su brojevi p i 2p2 + 1 prosti, dokazati da je i 3p2 + 2
tako|e prost.

Re{ewe. Ako je p prost broj ve}i od 3, tada je p oblika 6k+1 ili
6k+5 za neko k. Ako je p = 6k+1, tada je broj 2p2+1 = 2(6k+1)2+1 =
2(36k2 + 12k + 1) + 1 = 3(24k2 + 8k + 1) slo`en. Ako je p = 6k + 5,
tada je opet broj 2p2 + 1 = 2(6k + 5)2 + 1 = 2(36k2 + 60k + 25) + 1 =
3(24k2 + 40k + 17) slo`en.

Dakle, p je prost broj mawi od 5, tj. p = 2 ili p = 3.
Ako je p = 2, tada je 2p2 + 1 = 9 slo`en broj.
Za p = 3, 2p2 + 1 = 19 je prost broj, a prost je i 3p2 + 2 = 29.

53. (a) Ako su p i 8p − 1 prosti brojevi, dokazati da je 8p + 1
slo`en broj.

(b) Ako su p i 2p+1 prosti brojevi (p > 3), dokazati da je 4p+1
slo`en broj.

Re{ewe. (a) Va`no je primetiti da je tvr|ewe ovog dela zadatka

ekvivalentno sa:

ako je p prost broj, tada je 8p− 1 slo`en ili je 8p+ 1 slo`en.

Zaista, ako je q = ”broj p je prost”, r = ”broj 8p − 1 je prost”,
s = ”broj 8p+ 1 je prost”, tvr|ewe pod (a) je

q ∧ r ⇒ ¬s,

pa po{to je formula (q ∧ r ⇒ ¬s) ⇔ (q ⇒ ¬r ∨ ¬s) tautologija,
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tvr|ewe pod (a) mo`e se formulisati i na slede}i na~in:

(∗) ako je p prost broj, tada je bar jedan od brojeva
8p− 1 ili 8p+ 1 slo`en.

Za p = 2 broj 8p−1 nije prost. Za p = 3 tvr|ewe o~igledno va`i.
Svaki prost broj p > 3 je oblika 3k− 1 ili 3k+1, za neki prirodan
broj k.

Ako je p prost broj oblika 3k − 1, za neki k, tada je 8p − 1 =
24k − 9 = 3(8k − 3) slo`en jer je 8k − 3 > 1 za k > 1.

Ako je p prost broj oblika 3k + 1, za neki k, tada je 8p + 1 =
24k + 9 = 3(8k + 3) slo`en jer je 8k + 3 > 1 za k > 1.

(b) Sli~no kao u delu (a), dovoqno je dokazati da va`i:

ako je p prost broj ve}i od 3, tada je bar jedan
od brojeva 2p+ 1 ili 4p+ 1 slo`en.

54. Za prirodne brojeve a, b, c, d va`i a2 + b2 = c2 + d2. Da li je
a+ b+ c+ d slo`en broj?

Re{ewe:

(a+ b+ c+ d)2 = a2 + b2 + c2 + d2 + 2ab+ 2ac

+2ad+ 2bc+ 2bd+ 2cd

= 2(a2 + b2 + ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd).

Zna~i, (a+ b+ c+ d)2 je paran broj, pa je i a+ b+ c+ d paran, dakle
slo`en.

55. Dokazati da su svi brojevi

(1) 10 001, 100 010 001, 1 000 100 010 001, . . .
(2) n4 + 4n, za svako n ∈ N

slo`eni.
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Re{ewe. (1) Broj 10 001 = 73 · 137 je slo`en.
Za k > 1, k−ti element niza se mo`e predstaviti u obliku

1 + 104 + · · ·+ 104k

i va`i:

1 + 104 + · · ·+ 104k =
104k+4 − 1

104 − 1
=

102k+2 − 1

102 − 1
· 10

2k+2 + 1

102 + 1

=
(102k + · · ·+ 1)(102k+2 + 1)

101
.

Broj 101 je prost, pa on deli bar jedan od brojeva 102k + · · · + 1 i

102k+2 + 1, koji su za k > 1 sigurno ve}i od 101, pa je broj

(102k + · · ·+ 1)(102k+2 + 1)

101

slo`en.

(2) Razlikujemo slede}e slu~ajeve:

1. Ako je n paran, tada je n4 + 4n tako|e paran broj ve}i od 2, pa
je slo`en.

2. Ako je n = 2k + 1, za neki k ∈ Z, onda je

n4 + 4n = n4 + 4 · 42k = n4 + 4 · (2k)4,

{to je na osnovu identiteta Sofi @ermen slo`en broj.

56. Svaki broj oblika 3n − 1 deqiv je nekim prostim brojem

oblika 3k − 1. Dokazati.

Re{ewe. Svaki prost broj osim broja 3 je ili oblika 3k − 1 ili
oblika 3k + 1. Ako dati broj oblika 3n − 1 nema ni jedan prost

~inilac oblika 3k − 1, onda su svi wegovi prosti ~inioci oblika
3k + 1. Tada je, zbog (3k + 1)(3j + 1) = 3(3kj + k + j) + 1, proizvod
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svih prostih ~inilaca tog oblika tako|e oblika 3m + 1, {to nije
mogu}e. Dakle, dati broj ima prost ~inilac oblika 3k − 1.

57. Dokazati da me|u 30 uzastopnih prirodnih brojeva, gde je

najmawi ve}i od 5, ima najvi{e 8 prostih.

Re{ewe. Od tih 30 uzastopnih brojeva 15 je parnih, 5 onih koji
su deqivi sa 3, a nisu deqivi sa 2 i jo{ 2 koji su deqivi sa 5, a nisu
ni sa 2 ni sa 3. Prema tome, bar 15+ 5+ 2 = 22 broja su slo`ena, pa
prostih ne mo`e biti vi{e od 8.

58. Dato je 15 prirodnih brojeva 1 < n1, n2, . . . , n15 6 2 003. Ako
je za sve i, j ∈ {1, 2, . . . , 15}, i ̸= j, (ni, nj) = 1, dokazati da je bar

jedan od datih brojeva prost.

Re{ewe. Neka je pi najmawi prost broj koji deli ni. Tvr|ewe

zadatka sledi iz ~iwenice da su p1, p2, . . . , p15 me|usobno razli~iti
prosti brojevi i da je 15−ti prost broj (u nizu prostih brojeva) 47
(472 = 2209 > 2 003).

59. Dokazati da ima beskona~no mnogo prostih brojeva oblika

4k − 1, k ∈ N.

Re{ewe. Pretpostavimo da takvih brojeva ima kona~no mnogo;

neka su to 3, 7, 11, . . . , pn. Posmatrajmo broj P = 4 · (3 · 7 · · · pn)− 1.
Broj P ve}i je od svih navedenih prostih brojeva i ima oblik 4k−1;
dakle, slo`en je. Po{to je

P + 1 = 4 · (3 · 7 · · · pn)

i (P, P + 1) = 1, to je P uzajamno prost sa svim prostim brojevima

3, 7, . . . , pn, a kako je P i neparan broj, svi wegovi prosti faktori

su oblika 4k + 1. No, to je nemogu}e jer proizvod dva broja oblika
4k + 1 ima oblik

(4k1 + 1)(4k2 + 1) = 4 · (4k1k2 + k1 + k2)+1,
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a P je oblika 4k − 1. Kontradikcija.

60. Ako su p1, p2, . . . , pn me|usobno razli~iti prosti brojevi,

dokazati da
1

p1
+

1

p2
+ · · ·+ 1

pn
nije ceo broj.

Re{ewe. Broj

1

p1
+

1

p2
+ · · ·+ 1

pn
=

p2p3 · · · pn + p1p3 · · · pn + · · ·+ p1p2 · · · pn−1

p1p2 · · · pn

nije ceo, jer brojilac posledweg razlomka nije deqiv sa p1 (prvi
sabirak u tom brojiocu nije deqiv sa p1, a svi ostali sabirci su

deqivi sa p1), a imenilac jeste.

61. Na}i sve prirodne brojeve n za koje je

[
n3 + 8n2 + 1

3n

]
prost

broj.

Re{ewe. Ako je n = 3k, onda je[
n3 + 8n2 + 1

3n

]
= 3k2 + 8k = k(3k + 8),

{to je prost broj samo ako je k = 1. Tada je n = 3.
Ako je n = 3k + 1, onda je[

n3 + 8n2 + 1

3n

]
= (3k + 1)(k + 3),

{to je prost broj samo za k = 0. Tada je n = 1.
Kona~no, ako je n = 3k + 2, tada je broj[

n3 + 8n2 + 1

3n

]
= 3k2 + 12k + 6 = 3(k2 + 4k + 2)

slo`en.



70 TEORIJA BROJEVA

62. Zbir dva prirodna broja jednak je 30 030. Dokazati da wihov
proizvod nije deqiv sa 30 030.

Re{ewe. Pretpostavimo da je proizvod prirodnih brojeva x i

30 030 − x (x < 30 030) deqiv sa 30 030, tj. da je x(30 030 − x) =
30 030k. Tada je x2 = 30 030(x − k), tj. broj x2 je deqiv sa 30 030.
Tada je x deqivo svakim prostim faktorom broja 30 030. Kako je

30 030 = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13, to je x deqivo sa 30 030, pa je x > 30 030,
{to je kontradikcija.

63. Odrediti najmawi prirodan broj ~ija je polovina potpun

kvadrat, tre}ina potpun kub i petina potpun peti stepen.

Re{ewe. Tra`eni broj n mora biti deqiv sa 2, 3 i 5 i, zbog

minimalnosti, nema drugih prostih faktora. Neka je n = 2α ·3β ·5γ .
Iz uslova zadatka sledi da je:

n

2
= 2α−1 · 3β · 5γ = a2,

n

3
= 2α · 3β−1 · 5γ = b3,

n

5
= 2α · 3β · 5γ−1 = c5,

gde su a, b i c prirodni brojevi. Tada je α najmawi neparan prirodan
broj deqiv sa 3 i 5, β najmawi prirodan broj deqiv sa 2 i 5 koji pri
deqewu sa 3 daje ostatak 1 i γ najmawi prirodan broj deqiv sa 2 i 3
koji pri deqewu sa 5 daje ostatak 1. Prema tome, α = 15, β = 10 i
γ = 6. Tada je n = 215 · 310 · 56 = 30 233 088 000 000.

64. Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji skup od n
slo`enih brojeva koji obrazuju aritmeti~ku progresiju, pri ~emu

su ti brojevi po parovima uzajamno prosti.

Re{ewe. Ako je 2 6 k 6 N , broj N ! + k je slo`en. Za dati

prirodan broj n izaberimo prost broj p takav da je p > n i ceo broj
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N > p+ (p− 1)n!. Tada slo`eni brojevi

N ! + p, N ! + p+ n!, . . . , N ! + p+ (n− 1)n!

obrazuju aritmeti~ku progresiju. Ako je q zajedni~ki prost delilac
neka dva broja gorweg niza, onda je i razlika ta dva broja jn!
(0 < j < n) deqiva sa q. Odatle sledi da je q 6 n. Tada je i N !
deqiv sa q, pa prema tome i p, {to je nemogu}e. Dobijena kontradi-
kcija pokazuje da su svaka dva ~lana niza uzajamno prosti brojevi.

65. Ako su f : N → Z i g : N → Z multiplikativne funkcije,

dokazati da je i funkcijah : N→ Z, definisana sa h(n) = f(n)·g(n),
n ∈ N, tako|e multiplikativna.

66. Ako je f : N→ Z multiplikativna funkcija, dokazati da je:

f(1) = 1, kao i da je

∑
d|n

f(d) =
k∏

i=1

αi∑
j=0

f
(
pji
)

= (1 + f(p1) + · · ·+ f(pα1
1 )) · · · (1 + f(pk) + · · ·+ f(pαk

k )) ,

pri ~emu je n = pα1
1 · · · p

αk
k kanonska faktorizacija prirodnog broja

n.

Re{ewe. Ako je za neko k, f(k) ̸= 0 onda je

f(k) = f(k · 1) = f(k)f(1),

odakle sledi da je f(1) = 1.
Svi delioci broja n su oblika

d = pβ1

1 pβ2

2 · · · p
βk

k =
k∏

i=1

pβi

i , 0 6 βi 6 αi (i = 1, 2, . . . , k),
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pa je

∑
d|n

f(d) =
∑

(β1,β2,...,βk)
06βi6αi

f

(
k∏

i=1

pβi

i

)
=

∑
(β1,β2,...,βk)

06βi6αi

k∏
i=1

f
(
pβi

i

)

=

α1∑
β1=0

α2∑
β2=0

· · ·
αk∑

βk=0

k∏
i=1

f
(
pβi

i

)
=

(
α1∑

β1=0

f
(
pβ1

1

))( α2∑
β2=0

f
(
pβ2

2

))
· · ·

(
αk∑

βk=0

f
(
pβk

k

))

=
k∏

i=1

αi∑
j=0

f
(
pji
)
.

p Napomena. Specijalno, ako je f(n) = 1, tj, f(n) = n0, n ∈ N,
dobijamo da je

τ(n) =
∑
d|n

d0

=
(
1 + (p1)

0 + · · ·+ (pα1
1 )0

)
· · ·
(
1 + (pk)

0 + · · ·+ (pαk
k )0

)
= (α1 + 1) · · · (αk + 1) .

Tako|e, ako je f(n) = n, n ∈ N, dobijamo da je

σ(n) =
∑
d|n

d

= (1 + p1 + · · ·+ pα1
1 ) · · · (1 + pk + · · ·+ pαk

k )

=
pα1+1
1 − 1

p1 − 1
· . . . · p

αk+1
k − 1

pk − 1
.

y
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67. Mebijusova funkcija µ : N → Z definisana je na slede}i

na~in: µ(1) = 1 i

µ(pα1
1 · · · p

αk
k ) =

{
(−1)k, ako je α1 = · · · = αk = 1
0, bar jedan αi je ve}i od 1

pri ~emu su k i αi prirodni, a pi prosti brojevi, i = 1, 2, . . . , k,
pi ̸= pj , i ̸= j. (Na primer, µ(6) = 1, µ(12) = 0, µ(13) = −1,
µ(14) = 1, µ(15) = 1, µ(16) = 0, µ(30) = −1, . . . )

Dokazati:

1) Mebijusova funkcija je multiplikativna;

2) ako je f : N→ N multiplikativna funkcija, tada va`i:∑
d|n

f(d)µ(d) = (1− f(p1)) · · · (1− f(pk)) ,

pri ~emu je n = pα1
1 · · · p

αk
k kanonska faktorizacija prirodnog broja

n;
3)
∑
d|n

µ(d) = 0, n > 1;

4)
∑
d|n

µ(d)

d
=

(
1− 1

p1

)
· · ·
(
1− 1

pk

)
, n > 1 i n = pα1

1 · · · p
αk
k je

kanonska faktorizacija broja n.

68. Dokazati da stepen prostog broja ne mo`e biti savr{en broj.

Re{ewe.Pretpostavimo suprotno. Neka je p prost broj, takav da
je broj pα savr{en. Tada je σ(pα) = 2pα, pa je

2pα =
pα+1 − 1

p− 1
, tj. 2pα = pα+1 + 1,

odakle sledi 2 > p. Kontradikcija.

69. Dokazati da je prirodan broj n savr{en ako je zbir recip-

ro~nih vrednosti wegovih pozitivnih delilaca jednak 2.
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Re{ewe. Uslov
∑
d|n

1

d
= 2 ekvivalentan je uslovu

∑
d|n

n

d
= 2n, tj.

σ(n) = 2n, pa je broj n savr{en.

70. Pokazati da postoji beskona~no mnogo prirodnih brojeva n
takvih da je σ(n) = 2n− 1.

Re{ewe. Za svaki prirodan brojm va`i

σ(2m) = 2m+1 − 1 = 2 · 2m − 1,

odakle sledi tvr|ewe zadatka.

71. (Republi~ko takmi~ewe 1999, IVrazred)Neka je n1, n2,n3, . . .
strogo rastu}i niz prirodnih brojeva, takav da za svako i ∈ N va`i

σ(ni)− ni = m. Odreditim.

Re{ewe. (1) Ako je n prost broj, onda je σ(n)− n = n+1− n = 1.
(2) Ako je n slo`en broj, onda je bar jedan wegov delilac d >√

n > 1, pa je σ(n)− n > n+
√
n+ 1− n >

√
n.

Ako su svi brojevi datog niza prosti, onda je m = 1. Ako je u

datom nizu bar jedan broj slo`en, onda su svi slo`eni zbog (2). Tada

je mogu}e na}i ni takav da je σ(ni) − ni >
√
ni > m za svako m ∈ N.

Dakle, mora bitim = 1.

72. (Sabit ibn�Kora, 836 − 901.) Za prirodne brojeve m i n
ka`emo da su prijateqski brojevi ako je svaki od wih jednak zbiru

pravih delilaca drugog. Dokazati slede}e tvr|ewe: Ako su p =
3 · 2k−1 − 1, q = 3 · 2k − 1 i r = 9 · 22k−1 − 1 prosti brojevi, onda

su A = 2kpq i B = 2kr prijateqski brojevi.

Re{ewe. Zbir svih pozitivnih delilaca broja n =
∏k

i=1 p
αi
i je

σ(n) =
k∏

i=1

αi∑
j=0

pji .
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Tako zbir delilaca broja A iznosi

σ(A) =
(
1 + 2 + · · ·+ 2k

)
(1 + p)(1 + q) =

(
2k+1 − 1

)
· 9 · 22k−1.

Zbir svih delilaca broja B je isti:

σ(B) =
(
1 + 2 + · · ·+ 2k

)
(1 + r) =

(
2k+1 − 1

)
· 9 · 22k−1.

Tako|e je

A+B = 2k(pq + r) = 2k
((
3 · 2k−1 − 1

) (
3 · 2k − 1

)
+ 9 · 22k−1 − 1

)
= 2k

(
9 · 22k − 9 · 2k−1

)
= 22k−1 · 9 ·

(
2k+1 − 1

)
.

Zbir pravih delilaca brojaA je dakle σ(A)−A = (A+B)−A = B,
a pravih delilaca broja B: σ(B)−B = (A+B)−B = A. Zna~i A
i B su prijateqski brojevi.

73. Dokazati da su svaka dva razli~ita Fermaova broja uzajamno

prosta.

Re{ewe. Neka su fn i fn+k, k > 0 dva razli~ita Fermaova broja.
Pretpostavimo da jem ceo pozitivan broj, takav dam | fn im | fn+k.

Neka je x = 22
n
. Tada je

fn+k − 2

fn
=

x2k − 1

x+ 1
= x2k−1 − x2k−2 + · · · − 1,

pa fn | fn+k− 2, odakle sledi dam | fn+k− 2. Kakom | fn+k tom | 2.
Me|utim, kako su Fermaovi brojevi neparni sledi da je m = 1,
odakle sledi tvr|ewe zadatka.

74. Dokazati da Fermaovi brojevi zadovoqavaju rekurentnu re-

laciju fn+1 = f0f1f2 · · · fn + 2.

Re{ewe. Tvr|ewe }emo dokazati indukcijom po n. Za n = 0 je

f0 = 3, a f1 = 5, pa tvr|ewe va`i. Pretpostavimo da tvr|ewe va`i
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za neki prirodan broj n, tj. da je fn = f0f1 · · · fn−1 + 2. Tada je

fn − 2 = 22
n

+ 1− 2 = 22
n − 1 = f0f1 · · · fn−1,

pa je

fn+1 − 2 = 22
n+1 − 1 =

(
22

n − 1
) (

22
n

+ 1
)

= f0f1 · · · fn−1 · fn,

odakle sledi tvr|ewe zadatka.

p Napomena. Kori{}ewem rekurentne formule iz prethodnog za-

datka se lako mo`e pokazati da su svaka dva razli~ita Fermaova

broja uzajamno prosta. y

75. Dokazati da za n > 5 svaki broj oblika 22
n − 1 ima prost

faktor ve}i od 1 000 000.

Re{ewe. Na osnovu prethodnog zadatka je

22
n − 1 = fn − 2 = f0f1 · · · fn−1,

pa je broj 22
n − 1 deqiv svakim Fermaovim brojem fi, 0 6 i 6 n− 1.

Prema tome, broj 22
n − 1 za n > 5 je deqiv sa f5 = 6700 417 · 641, pa

sadr`i prost faktor 6 700 417 > 1 000 000.

76. Dokazati da za svaki prirodan broj n broj 22
n − 1 ima bar n

razli~itih prostih faktora.

Re{ewe. 22
n−1 je proizvod n razli~itihFermaovih brojeva koji

su po parovima uzajamno prosti, odakle sledi tvr|ewe zadatka.

77. Dokazati da je n = 2k ako je 2n + 1 prost broj.

Re{ewe. Pretpostavimo suprotno, tj. da je n = 2k ·m, gde je m
neparan broj ve}i od 1. Tada je

2n + 1 = 22
k·m + 1 =

(
22

k
)m

+ 1,
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pa kako va`i x+ y | xm + ym za neparnom, to i

22
k

+ 1 | 2n + 1,

pa je broj 2n + 1 slo`en. Kontradikcija.

pNapomena. Iz prethodnog zadatka sledi da broj oblika 2n+1 mo`e
biti prost samo ako je on Fermaov broj. y

78. Dokazati da za svako n ∈ N, broj 22n + 22
n−1

+ 1 ima najmawe
n razli~itih prostih faktora.

Re{ewe. Dokaza}emo tvr|ewe indukcijom po n.
Za n = 1 je 22

1
+ 22

0
+ 1 = 7.

Za svaki relan broj x va`i jednakost

x4 + x2 + 1 = (x2 + 1)2 − x2 = (x2 − x+ 1)(x2 + x+ 1),

pa je specijalno i

22
n+1

+ 22
n

+ 1 =
(
22

n − 22
n−1

+ 1
)(

22
n

+ 22
n−1

+ 1
)
.

Daqe, imamo da je
(
22

n − 22
n−1

+ 1, 22
n
+ 22

n−1
+ 1
)
= 1, jer ako bi

ovi brojevi imali zajedni~ki prost faktor p > 2 (p ̸= 2 jer su

brojevi neparni), onda bi bilo

p |
(
22

n

+ 22
n−1

+ 1
)
−
(
22

n − 22
n−1

+ 1
)
= 2 · 22n−1

,

{to je nemogu}e (p je neparan prost broj).
Dakle, po pretpostavci, ako 22

n
+ 22

n−1
+ 1 ima najmawe n ra-

zli~itih prostih delilaca, onda 22
n+1

+ 22
n
+ 1 ima najmawe n + 1

razli~itih prostih delilaca.

79. Iz skupa {1, 2, . . . , 2n} na proizvoqan na~in izabran je n+1
broj. Dokazati dame|u izabranim brojevima uvek postoji broj deqiv

nekim drugim od izabranih brojeva.
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Re{ewe. Neka su a1, a2, . . . , an+1 proizvoqni brojevi iz skupa

{1, 2, . . . , 2n}. Svaki od wih se mo`e zapisati u obliku ai = 2kibi, gde
je bi neparan. Tada su b1, b2, . . . , bn+1 neparni brojevi iz intervala

[1, 2n − 1], a kako u intervalu [1, 2n − 1] postoji samo n neparnih

brojeva, dva su jednaka, tj. za neke i, j ∈ {1, . . . , n−1}, i ̸= j je bi = bj ,
pa jedan od brojeva ai, aj deli drugi.

80. Dokazati da za prirodne brojeve a, b i c va`i:

abc = [a, b, c] · (ab, bc, ca).

Re{ewe. Neka je

a = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k , b = pβ1

1 pβ2

2 · · · p
βk

k , c = pγ11 pγ22 · · · p
γk
k

(neki od brojeva αi, βi, γi mogu biti i jednaki nuli). Tada je:

[a, b, c] = p
max{α1,β1,γ1}
1 · · · pmax{αk,βk,γk}

k ,

i

(ab, bc, ca) = p
min{α1+β1,β1+γ1,γ1+α1}
1 · · · pmin{αk+βk,βk+γk,γk+αk}

k .

Po{to je

max{αi, βi, γi}+min{αi+βi, βi+γi, γi+αi} = αi+βi+γi (i = 1, k)

(ako je, npr. γi najve}i, najmawi zbir je αi + βi), tvr|ewe neposredno

sledi.

81. Dokazati da za prirodne brojeve a, b i c va`i:
(1) (a, [b, c]) = [(a, b), (a, c)];
(2) [a, (b, c)] = ([a, b], [a, c]);
(3) [a, b, c](a, b)(b, c)(c, a) = abc(a, b, c);
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(4) [a, b, c](a, b)([a, b], c) = abc.

82. (IMO 1997) Na}i sve parove (a, b) prirodnih brojeva koji

zadovoqavaju jedna~inu ab
2

= ba.

Re{ewe. Neka je (a, b) re{ewe date jedna~ine i neka su

a = pα1
1 pα2

2 · · · pαn
n i b = pβ1

1 pβ2

2 · · · pβn
n

kanonske faktorizacije brojeva a i b, pri ~emu je, zbog jedna~ine

koju ti brojevi zadovoqavaju, jasno da mora biti αi > 0 i βi > 0 za
sve i ∈ {1, 2, . . . , n}. Zamenom u jedna~inu dobijamo

pα1b2

1 pα2b2

2 · · · pαnb2

n = pβ1a
1 pβ2a

2 · · · pβna
n

odakle sledi da za svako i va`i αib
2 = βia, odnosno

αi

βi

=
a

b2
= r za

neki racionalan broj r. Odatle je

a = pβ1r
1 pβ2r

2 · · · pβnr
n = br.

Zamewuju}i ponovo u datu jedna~inu dobijamo

(br)b
2

= bb
r

,

odakle je rb2 = br, odnosno r = br−2.

Kako racionalan stepen prirodnog broja b mo`e biti jednak

racionalnom broju r samo ako je r tako|e prirodan broj, to sledi da
je r ∈ N. Kako je za r > 5, r < 2r−2 6 br−2 (ovo se mo`e pokazati

indukcijom), to ostaju mogu}nosti r ∈ {1, 2, 3, 4}. Razmatrawem tih

mogu}nosti dobijamo tri re{ewa date jedna~ine: (1, 1), (27, 3) i
(16, 2).

83. Dokazati da je izlo`ilac sa kojim dati prost broj p figu-
ri{e u kanonskoj faktorizaciji broja n! jednak[

n

p

]
+

[
n

p2

]
+

[
n

p3

]
+ · · · .
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Re{ewe. Suma je kona~na jer za svaki n ∈ N i prost broj p
postoji prirodan brojm takav da je pm 6 n i pm+1 > n.

Me|u brojevima 1, 2, . . . , n ima

[
n

p

]
brojeva deqivih sa p,

[
n

p2

]
deqivih sa p2,

[
n

p3

]
deqivih sa p3,. . . .

84. Sa koliko nula se zavr{ava broj 100! ?

Re{ewe:

[
100

5

]
+

[
100

25

]
+

[
100

125

]
+ · · · = 20 + 4 + 0 + · · · = 24.

85. Da li postoji prirodan broj n takav da se n! zavr{ava sa 11
nula?

Re{ewe. Za n 6 49 broj n! se zavr{ava sa mawe od 11 nula; 50!
se zavr{ava sa 12 nula; a za n > 50 sa 12 ili vi{e nula. Ne postoji
broj n takav da se n! zavr{ava sa 11 nula.

86. Dokazati da je(
n

m

)
=

n(n− 1) · · · (n−m+ 1)

m!
=

n!

m!(n−m)!
, m < n,

ceo broj.

Re{ewe. Dovoqno je dokazati da za svaki prost broj p i svaki

prirodan broj k va`i nejednakost[
n

pk

]
−
([

m

pk

]
+

[
n−m

pk

])
> 0

(videti teoremu 1.1. (5)).

87. (IMO 1972) Dokazati da je za svaka dva nenegativna cela

brojam i n broj
(2m)!(2n)!

m!n!(m+ n)!
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ceo.

Re{ewe. Neka je p proizvoqan prost broj i neka je k prirodan

broj takav da je pk+1 > 2m i pk+1 > 2n. Tada je pk+1 > m+ n. Prema
zadatku 83, ako je α najve}i prirodan broj takav da pα | (2m)!(2n)!
tada je

α =

[
2m

p

]
+

[
2m

p2

]
+ · · ·+

[
2m

pk

]
+

[
2n

p

]
+

[
2n

p2

]
+ · · ·+

[
2n

pk

]
.

Tako|e, prema zadatku 83, ako je β najve}i prirodan broj takav da

pβ | m!n!(m+ n)! tada je

β =

[
m

p

]
+

[
m

p2

]
+ · · ·+

[
m

pk

]
+

[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+ · · ·+

[
n

pk

]
+

+

[
m+ n

p

]
+

[
m+ n

p2

]
+ · · ·+

[
m+ n

pk

]
.

Po{to za sve nenegativne brojeve x i y va`i nejednakost (videti

teoremu 1.1. (10))

[2x] + [2y] > [x] + [y] + [x+ y],

stavqaju}i da je x =
m

pi
i y =

n

pi
, i = 1, . . . , k imamo da je

[
2m

pi

]
+

[
2n

pi

]
>
[
m

pi

]
+

[
n

pi

]
+

[
m+ n

pi

]
,

pa je α > β, odakle direktno sledi tvr|ewe zadatka.

88. (IMO 1967) Neka su k, m i n prirodni brojevi, m + k + 1
prost broj ve}i od n + 1. Neka je Cs = s(s + 1). Dokazati da je

proizvod (Cm+1−Ck)(Cm+2−Ck) · · · (Cm+n−Ck) deqiv proizvodom
C1C2 · · ·Cn.
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Re{ewe. Prema definiciji Cs lako dobijamo

(∗) Cp − Cq = p2 + p− (q2 + q) = (p− q)(p+ q + 1).

Koriste}i (∗) dobijamo:

A = (Cm+1 − Ck)(Cm+2 − Ck) · · · (Cm+n − Ck)

= (m+ 1− k)(m+ 1 + k + 1)(m+ 2− k)

×(m+ 2 + k + 1) · · · (m+ n− k)(m+ n+ k + 1)

= [(m− k + 1)(m− k + 2) · · · (m− k + n)]

× [(m+ k + 2)(m+ k + 3) · · · (m+ k + n+ 1)]

Tako|e:

B = C1C2 · · ·Cn

= 1 · 2 · 2 · 3 · 3 · 4 · . . . · n · (n+ 1) = n!(n+ 1)!.

Treba pokazati da je
A

B
ceo broj.

A

B
=

(m− k + 1) · · · (m− k + n)

n!
· (m+ k + 2) · · · (m+ k + n+ 1)

(n+ 1)!

=

(
m− k + n

n

)
·
(
m+ k + n+ 1

n+ 1

)
· 1

m+ k + 1
.

Prvi binomni koeficijent

(
m− k + n

n

)
je ceo broj (mogu}nost

m − k + n 6 0 ne mewa ni{ta bitno jer je proizvod n uzastop-

nih celih brojeva uvek deqiv sa n! bez obzira na znak). Proizvod(
m+ k + n+ 1

n+ 1

)
· 1

m+ k + 1
je tako|e ceo broj jer je binomni ko-

eficijent

(
m+ k + n+ 1

n+ 1

)
deqiv sam+ k+1 zato {to jem+ k+1
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prost broj ve}i od n+ 1 pa prema tome i uzajamno prost sa (n+ 1)!.

Prema tome, koli~nik
A

B
je ceo broj.

89. Dokazati da za svaki prirodan broj n va`i n!(n−1)! | (n!)!.

90. Ako su d1, d2, . . . , dm svi pozitivni delioci broja n ∈ N
(ukqu~uju}i 1 i samo n), dokazati da je d21 · d22 · . . . · d2m = nm.

Re{ewe. Ako su d1, d2, . . . , dm svi pozitivni delioci broja n ∈ N
(ukqu~uju}i 1 i samo n), onda su to i

n

d1
,
n

d2
, . . . ,

n

dm
(re~ je zapravo

samo o jednoj permutaciji niza delilaca). Dakle,

d21 · d22 · . . . · d2m = d1 · d2 · . . . · dm ·
n

d1
· n
d2
· . . . · n

dm
= nm.

91. (IMO 2002) Neka je n prirodan broj ve}i od 1. Neka su

d1, d2, . . . , dk svi pozitivni delioci broja n, pri ~emu je

1 = d1 < d2 < · · · < dk = n.

Ozna~imo: D = d1d2 + d2d3 + · · ·+ dk−1dk.
(a) Dokazati da je D < n2.
(b) Odrediti sve n za koje je D delilac od n2.

Re{ewe. (a) Primetimo da ako je d delilac od n, onda je to i
n

d
.

Zato je

D =
∑
16i<k

didi+1 = n2
∑
16i<k

1

didi+1

6 n2
∑
16i<k

(
1

di
− 1

di+1

)
<

n2

d1
= n2.

(b) Neka je p najmawi prost delilac od n. Kako je D < n2, ako D

deli n2 mora D da bude mawe ili jednako sa
n2

p
. Sada je:

dk = n, dk−1 =
n

p
, . . . , d2 = p, d1 = 1.
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Tada je, za k ̸= 2, D > dk−1dk =
n

p
· n =

n2

p
, {to je nemogu}e. Dakle,

D = dk−1dk, k = 2, pa je n = p.
Obrnuto je tako|e ta~no. Dakle, D deli n2 ako i samo ako je n

prost broj.

92. (a) Odrediti najmawi prirodan broj koji ima ta~no ~etiri

delioca.

(b) Odrediti najmawi prirodan broj koji je deqiv sa 30 i ima

ta~no 12 delilaca.

Re{ewe. (a) Ako je n = pα1
1 pα2

2 . . . pαk
k kanonska faktorizacija

broja n tada je τ(n) = (α1+1)(α2+1) . . . (αk+1). Da bismo odredili
n treba odrediti:

• k � broj me|usobno razli~itih prostih delilaca od n,

• p1, p2, . . . , pk � proste ~inioce broja n,

• α1, α2, . . . , αk,

tako da je n = pα1
1 pα2

2 . . . pαk
k najmawi broj sa osobinom:

(α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αk + 1) = 4.

Po{to je αi + 1 > 2, i = 1, 2 . . . , k i 4 = 2 · 2 sledi da je k = 2, tj. da
n ima samo dva prosta faktora i pri tome je

α1 + 1 = 2 i α2 + 1 = 2,

tj.

α1 = 1 i α2 = 1.

Dakle, n je proizvod dva prosta broja (n = p1 ·p2), a najmawi me|u
wima je proizvod prva dva prosta broja (p1 = 2 i p2 = 3). Dakle,

n = 6.
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(b) Neka je n tra`eni broj. Po{to 30 | n, sledi da 2 | n, 3 | n i

5 | n. Tada je

n = 2α · 3β · 5γ . . . (α, β, γ > 1),

pa je

τ(n) = (α + 1)(β + 1)(γ + 1)(. . . ) = 12 = 2 · 2 · 3,

odakle se vidi da broj n drugih (osim 2, 3 i 5) prostih delilaca

nema, tj. da je n = 2α · 3β · 5γ , kao i da je, zbog uslova minimalnosti
broja n,

α + 1 = 3, β + 1 = 2, γ + 1 = 2.

Dakle, tra`eni broj je n = 22 · 3 · 5 = 60.

93. Koliko delilaca ima broj 10! ?

Re{ewe. Kako je 10! = 28 · 34 · 52 · 7 to je

τ(10!) = (8 + 1)(4 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 270.

94. Na}i a ako 3 | a, 4 | a i τ(a) = 14.

Re{ewe. Iz datih uslova sledi a = 2α1 · 3α2 , pri ~emu je α1 > 2.
Kako je τ(a) = (α1 + 1)(α2 + 1) = 14, zbog α1 > 2, je α1 + 1 = 7 i
α2 + 1 = 2, odakle je α1 = 6 i α2 = 1, pa je a = 26 · 3 = 192.

95. Prirodan broj n ima neparan broj delilaca ako i samo ako

je n potpun kvadrat. Dokazati.

Re{ewe. Neka je n prirodan broj sa kanonskom faktorizaci-

jom n = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k (za neke proste brojeve p1, p2, . . . , pk i neke

prirodne brojeve α1, α2, . . . , αk). Ukupan broj (prirodnih) delilaca
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broja n (ukqu~uju}i 1 i samo n) je τ(n) = (α1+1)(α2+1) . . . (αk +1).

τ(n) je neparan broj⇔ (α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αk + 1) je neparan broj

⇔ α1 + 1, α2 + 1, . . . , αk + 1 su neparni brojevi

⇔ α1, α2, . . . , αk su parni brojevi

⇔ pα1
1 pα2

2 . . . pαk
k je potpun kvadrat

⇔ n je potpun kvadrat.

96. (Republi~ko takmi~ewe 1994, I razred) Koliko najvi{e de-
lilaca mo`e da ima prirodan broj mawi od 1 994?

Re{ewe. Broj delilaca prirodnog broja ~ija je kanonska fak-

torizacija pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m je (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αm + 1). Kako je

2 · 3 · 5 · 7 · 11 > 1 994, to u kanonskoj faktorizaciji prirodnog broja
koji nije ve}i od 1 994mogu da u~estvuju najvi{e ~etiri prosta broja.
Dovoqno je odrediti broj delilaca slede}ih brojeva: 210, 29 ·3, 28 ·3,
27 · 32, 27 · 3 · 5, 26 · 33, 26 · 3 · 5, 25 · 33, 25 · 32 · 5, 24 · 34, 24 · 32 · 5,
24 · 3 · 5 · 7 i 22 · 32 · 5 · 7. Najve}i broj delilaca me|u wima ima broj
24 · 3 · 5 · 7 = 1 680 i taj broj delilaca jednak je 5 · 2 · 2 · 2 = 40.

97. Prirodanbrojnimadvaprosta delioca, a brojn2 imaukupno

15 delilaca. Koliko delilaca ima broj n3?

Re{ewe. Po uslovima zadatka je n = pαqβ , gde su p i q prosti

brojevi, n2 = p2αq2β i (2α + 1)(2β + 1) = 15. Sledi da je 2α + 1 = 3
i 2β + 1 = 5, tj. α = 1 i β = 2. Sada se lako dobija

τ(n3) = (3α + 1)(3β + 1) = 4 · 7 = 28.

98. Prirodan broj n ima samo tri prosta delioca: 2, 3 i 5.
Odrediti broj n ako je:

τ
(n
2

)
= τ(n)− 30, τ

(n
3

)
= τ(n)− 35 i τ

(n
5

)
= τ(n)− 42.
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Re{ewe. Neka je n = 2x · 3y · 5z. Tada je:

τ
(n
2

)
= x(y + 1)(z + 1)

τ
(n
3

)
= (x+ 1)y(z + 1)

τ
(n
5

)
= (x+ 1)(y + 1)z,

pa je:

τ(n) = (x+ 1)(y + 1)(z + 1) = x(y + 1)(z + 1) + 30

= (x+ 1)y(z + 1) + 35

= (x+ 1)(y + 1)z + 42,

odakle dobijamo sistem jedna~ina:

(y + 1)(z + 1) = 30

(x+ 1)(z + 1) = 35

(x+ 1)(y + 1) = 42.

Re{ewe ovog sistema je x = 6, y = 5, z = 4, pa je n = 9720 000.

99. Odrediti najmawi prirodan broj koji je ta~no 100 puta ve}i
od broja svojih delilaca, ukqu~uju}i 1 i sam taj broj.

Re{ewe. Prema uslovu zadatka imamo da je

n = 2α15α2pα3
3 . . . pαk

k = 2252(α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αk + 1) = 100τ(n).

(1) Ako su 2 i 5 jedini prosti delioci broja n imamo da je

2α15α2 = 2252(α1 + 1)(α2 + 1),

pa je o~igledno α1 > 2 i α2 > 2. Nijedan od ovih brojeva ne mo`e
biti 2, jer bi tada desna strana bila deqiva sa 3, a leva ne. Dakle,
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α1 > 3 i α2 > 3. Za α2 = 3 imamo re{ewe α1 = 4, tj. n = 2000, {to
je o~igledno najmawe re{ewe u ovom slu~aju.

(2) Neka sada n ima i prostih delilaca razli~itih od 2 i 5.
Treba utvrditi mo`e li biti (α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αk + 1) < 20. Ako
je α1 > 2 ili α2 > 2, nejednakost ne mo`e biti ispuwena jer je broj s
leve strane tada bar 4·3·2 = 24. Zna~i, ostaje mogu}nostα1 = α2 = 2
i α3 = 1, pa dobijamo da je 2252p3 = 100 · 3 · 3 · 2, {to je nemogu}e jer
je desna strana deqiva sa 9, a leva nije.

Zna~i tra`eni broj je 2 000.

100. (IMO 1998) Odrediti sve prirodne brojeve k takve da za

neko n va`i
τ(n2)

τ(n)
= k.

Re{ewe. Ako je n = pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s kanonska faktorizacija broja

n, onda je

τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αs + 1)

i

τ(n2) = (2α1 + 1)(2α2 + 1) · · · (2αs + 1),

pa je

τ(n2)

τ(n)
=

2α1 + 1

α1 + 1
· 2α2 + 1

α2 + 1
· . . . · 2αs + 1

αs + 1
.

Ako je ovaj koli~nik prirodan broj, on je o~igledno neparan.

Doka`imo obrnuto, da za svaki neparan prirodan broj k postoji

prirodan broj n takav da je k =
τ(n2)

τ(n)
.To }emo dokazati transfinit-

nom indukcijom po k.

Za k = 1 tvr|ewe je ta~no: 1 =
τ(12)

τ(1)
.

Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za sve neparne prirodne brojeve

mawe od nekog neparnog broja k i doka`imo da je ta~no i za k.
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Broj k + 1 je paran, te ga mo`emo napisati u obliku k + 1 =
2mk0, pri ~emu je k0 neparan broj. Po{to je o~igledno k0 < k,
prema indukcijskoj pretpostavci postoji prirodan broj n0 takav

da je k0 =
τ(n2

0)

τ(n0)
. Izaberimo me|usobno razli~ite proste brojeve

p0, p1, . . . , pm−1 koji su uzajamno prosti sa n0 i neka je (za sada) α
proizvoqan prirodan broj. Ako je

n = pα0p
2α
1 · · · p2

m−1α
m−1 · n0,

s obzirom na to da je funkcija τ multiplikativna, dobijamo

τ(n2)

τ(n)
=

2α+ 1

α + 1
· 2

2α + 1

2α + 1
· . . . · 2mα + 1

2m−1α + 1
· τ(n

2
0)

τ(n0)
=

2mα + 1

α + 1
· k0.

Ako stavimo da je α = (2m − 1)k0 − 1, ima}emo

τ(n2)

τ(n)
=

2mα + 1

2m − 1
=

2m(α+ 1)

2m − 1
− 1 = 2mk0 − 1 = k,

~ime je dokaz zavr{en.

101. (Dirihle) Dokazati jednakost

τ(1) + τ(2) + · · ·+ τ(n) =
[n
1

]
+
[n
2

]
+ · · ·+

[n
n

]
.

Re{ewe. Primetimo najpre da je

[
n+ 1

k

]
=


[n
k

]
, k - n+ 1

[n
k

]
+ 1, k | n+ 1 .

Zaista, ako je n+ 1 = qk + r i 1 6 r 6 k − 1, tada je

n = qk + r − 1 i

[
n+ 1

k

]
=
[n
k

]
= q.
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Ako je n+ 1 = qk, onda je

[
n+ 1

k

]
= q i

[n
k

]
= q − 1.

Dakle, imamo da je[
n+ 1

1

]
+

[
n+ 1

2

]
+ · · ·+

[
n+ 1

n+ 1

]
=
[n
1

]
+
[n
2

]
+ · · ·+

[n
n

]
+τ(n+1).

Ako je [n
1

]
+
[n
2

]
+ · · ·+

[n
n

]
= τ(1) + τ(2) + · · ·+ τ(n),

onda je[
n+ 1

1

]
+

[
n+ 1

2

]
+· · ·+

[
n+ 1

n+ 1

]
= τ(1)+τ(2)+· · ·+τ(n)+τ(n+1),

pa tvr|ewe va`i na osnovu principa matemati~ke indukcije, jer

tvr|ewe o~igledno va`i za n = 1.

102. Neka je pn n-ti prost broj. Dokazati da za svaki prirodan
broj n > 4 va`i nejednakost pn > 2n.

Re{ewe. Za n = 5 tvr|ewe va`i jer je p5 = 11 > 10. Ako je

pn > 2n, onda je pn+1 > pn + 2 > 2n + 2 = 2(n + 1). Dakle, za svako
n > 4 je pn > 2n.

103. (Savezno takmi~ewe 1984, II razred) Neka je pn n-ti prost
broj (p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, . . . ) i neka je π(n) broj prostih brojeva
koji nisu ve}i od n. Ako je

A = {n+ pn | n ∈ N} i B = {n+ π(n) + 1 | n ∈ N},

tada je A ∩B = ∅, A ∪B = N \ {1}. Dokazati.
Re{ewe. Funkcija π ima slede}a svojstva:

(1) π(pk) = k za svako k ∈ N,
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(2) π(n) 6 π(n+ 1) za svako n ∈ N,
(3) π(n) < π(n+ 1) ako i samo ako je n+ 1 prost broj.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je A ∩ B ̸= ∅, odnosno da za neke
prirodne brojevem i n va`i

(∗) m+ pm = n+ π(n) + 1.

Razmotri}emo dve mogu}nosti: pm 6 n i pm > n.
Ako bi bilo pm 6 n, tada bi iz te relacije i iz

m = π(pm) 6 π(n)

sledilo

m+ pm 6 n+ π(n) < n+ π(n) + 1,

{to je suprotno sa (∗).
Kako je u slu~aju pm > n, m = π(pm) > π(n) to je m > π(n) + 1 i

m+ pm > n+ π(n) + 1, {to ponovo protivure~i pretpostavci (∗).
Time je dokazano da je A ∩B = ∅.
Doka`imo sada da je A ∪ B = N \ {1}. Jasno je da 1 /∈ A ∪ B i

da 2 ∈ B. Neka je n > 2 proizvoqan prirodan broj koji ne pripada
skupu A. Doka`imo da tada n ∈ B. Neka za nekom ∈ N va`i

m+ pm < n < m+ 1 + pm+1,

tj.

pm 6 n−m− 1 < pm+1.

Tada je π(n−m− 1) = m, pa sledi

n = π(n−m− 1) + (n−m− 1) + 1 ∈ B.

104. (Savezno takmi~ewe 1988, I razred) Dokazati da je prirodan
broj n > 1 prost ako i samo ako va`i[n

1

]
+
[n
2

]
+ · · ·+

[n
n

]
= 2 +

[
n− 1

1

]
+

[
n− 1

2

]
+ · · ·+

[
n− 1

n− 1

]
.
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Re{ewe. Kako je
[n
1

]
= n,

[n
n

]
= 1 i

[
n− 1

1

]
= n − 1 to iz date

jednakosti sledi[n
2

]
+ · · ·+

[
n

n− 1

]
=

[
n− 1

2

]
+ · · ·+

[
n− 1

n− 1

]
.

Sobzirom na to da za svako k ∈ {2, 3, . . . , n−1} va`i
[n
k

]
>
[
n− 1

k

]
,

to zbog prethodne jednakosti za sve k va`i
[n
k

]
=

[
n− 1

k

]
. Ako bi

n bio slo`en broj, onda bi za neko k ∈ {2, 3, . . . , n − 1} broj n
k
bio

ceo, pa bi va`ilo

n

k
=
[n
k

]
=

[
n− 1

k

]
6 n− 1

k
.

Dakle, n mora biti prost broj.

105. (Savezno takmi~ewe 1970, IV razred) Ako je p prost broj,

dokazati da je
(2p)!

(p!)2
− 2 deqivo sa p2.

Re{ewe. Za svako realno x va`i

(1 + x)p(1 + x)p = (1 + x)2p.

Ako razvijemo ove izraze po binomnoj formuli i izjedna~imo ko-

eficijente uz xp dobijamo

1 +

(
p

1

)(
p

p− 1

)
+

(
p

2

)(
p

p− 2

)
+ · · ·+

(
p

p− 1

)(
p

1

)
+ 1 =

(
2p

p

)
,

odnosno

N =
(2p)!

(p!)2
− 2 =

(
2p

p

)
− 2 =

p−1∑
i=1

(
p

i

)2

.
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Kako je p prost broj, to je svaki od brojeva(
p

i

)
=

p(p− 1) · · · (p− i+ 1)

i!

deqiv sa p, pa je posledwi zbir, a sa wim i broj N , deqiv sa p2.

p Napomena.
(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
i

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
. y

106. (Mala olimpijada 1979)Na}i sve prirodne brojeven <1 979
koji zadovoqavaju slede}i uslov: ako jem prirodan broj, 1 < m < n
i (m,n) = 1, onda jem prost broj.

Re{ewe.Neka je S skup svih prirodnih brojeva za koje va`e nave-

deni uslovi. Ako je n ∈ S i p2 < n, gde je p prost broj, onda n i

p2 nisu uzajamno prosti brojevi jer p2 nije prost broj. Prema tome
p | n. Ako je n > 49 i n ∈ S onda je svaki od brojeva 2, 3, 5, 7 delilac
broja n. Zato je n > 2 · 3 · 5 · 7 = 210 > 112, pa i 11 | n. Daqe

sledi n > 210 · 11 = 2 310 > 1 979, {to je kontradikcija. Zato je

S ⊂ {1, 2, . . . , 49}.
(a) Neka je n > 25. Tada n ∈ S ako i samo ako je broj n deqiv sa

2 · 3 · 5 = 30. Takav broj je samo 30.
(b) Neka je 9 < n 6 25. Tada n ∈ S ako i samo ako je n deqivo sa

2 · 3 = 6. To va`i za brojeve 12, 18, 24.
(v) Neka je 4 < n 6 9. Tada n ∈ S ako i samo ako je n paran broj.

Dakle, 6 ∈ S, 8 ∈ S.
(g) Lako se proverava da svaki od brojeva 2, 3, 4 pripada skupu S.
Prema tome, S = {2, 3, 4, 6, 8, 12, 18, 24, 30}.

107. (Prole}no matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 2002, 8. raz-

red) Na}i sve prirodne brojeve koji imaju ta~no 16 delilaca (ukqu-
~uju}i 1 i sam taj broj) tako da je zbir svih delilaca jednak 4 032.

Re{ewe: 4 032 = 26 · 32 · 7. Ako broj ima ta~no 16 delilaca, onda
on ima jednu od slede}ih faktorizacija: p15, p7q, p3q3, p3qr, pqrs, gde
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su p, q, r i s razli~iti prosti brojevi. Zbir svih delilaca (koji je
jednak 4 032 = 26 · 32 · 7) u svakom od ovih slu~ajeva je:

1 + p+ p2 · · ·+ p15 = (1 + p)(1 + p2)(1 + p4)(1 + p8);
(1 + p+ p2 · · ·+ p7)(1 + q) = (1 + p)(1 + p2)(1 + p4)(1 + q);
(1 + p+ p2 + p3)(1 + q + q2 + q3) = (1 + p)(1 + p2)(1 + q)(1 + q2);
(1 + p+ p2 + p3)(1 + q)(1 + r) = (1 + p)(1 + p2)(1 + q)(1 + r);
(1 + p)(1 + q)(1 + r)(1 + s).

Faktor 1 + p2 javqa se u prva ~etiri slu~aja. Po{to broj tog

oblika nije deqiv sa 3, 4 ili 7 ovi slu~ajevi ne vode re{ewu. Ne

umawuju}i op{tost, mo`emo pretpostaviti da va`i p < q < r < s.
Zapi{imo u vrsti redom proste brojeve:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, . . . .

Tada broj 4 032 treba napisati kao proizvod ~etiri broja iz niza:

3, 4, 6, 8, 12, 14, 18, 20, 24, 30, 32, 38, 42, . . . .

1. Neka je 1 + p = 3. Onda je (1 + q)(1 + r)(1 + s) = 26 · 3 · 7.
Ako je 1 + q = 4, tada je (1 + r)(1 + s) = 24 · 3 · 7. Kako je

24 · 3 · 7 = 6 · 56 = 8 · 42 = 12 · 28 = 14 · 24

to postoje dve mogu}nosti: 2 · 3 · 7 · 41 = 1 722 i 2 · 3 · 13 · 23 = 1 794.
Ako je 1 + q = 6, tada je (1 + r)(1 + s) = 25 · 7. Kako je

25 · 7 = 8 · 28 = 14 · 16,

to u ovom slu~aju nema re{ewa.

Ako je 1+q = 8, tada je (1+r)(1+s) = 23·3·7. Po{to je 23·3·7 = 12·14
imamo re{ewe 2 · 7 · 11 · 13 = 2 002.

2. Neka je 1 + p = 4. Tada je (1 + q)(1 + r)(1 + s) = 24 · 32 · 7.
Ako je 1 + q = 6, tada je (1 + r)(1 + s) = 23 · 3 · 7. Po{to je
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23 · 3 · 7 = 8 · 21 = 12 · 14 dobijamo re{ewe 3 · 5 · 11 · 13 = 2 145.
Ako je 1 + q > 8, tada je (1 + q)(1 + r)(1 + s) > 8 · 12 · 14 > 24 · 32 · 7,
{to zna~i da u tom slu~aju nema re{ewa.

Daqe, po{to je 6 · 8 · 12 · 14 > 26 · 32 · 7, to nema drugih re{ewa.
Prema tome, postoje ~etiri prirodna broja koja zadovoqavaju

uslove zadatka: 1 722, 1 794, 2 002 i 2 145.

108. (JBMO2002)Na}i sve prirodne brojeveN koji imaju slede}e

osobine:

• N ima ta~no 16 delilaca 1 = d1 < d2 < · · · < d15 < d16 = N ;

• delilac sa indeksom d5 (to jest dd5) jednak je (d2 + d4)d6.

Re{ewe. Primetimo najpre da N ne mo`e imati vi{e od ~etiri

prosta delioca i da je d2 = 2. Ako biN imao vi{e od ~etiri prosta

delioca, onda bi ukupan broj delilaca bio najmawe 25 = 32. (Broj
n = pα1

1 pα2
2 · · · p

αk
k ima (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αk + 1) delilaca.) d2 i d4

su delioci brojaN , d2+d4 | dd5 , pa je i d2+d4 delilac brojaN . Ako

bi bilo d2 ̸= 2 onda su d2 i d4 neparni brojevi pa je d2 + d4 paran
broj, pa mora biti i N paran broj, odnosno mora imati delilac 2
(kontradikcija sa d2 ̸= 2).

Na osnovu datih pretpostavki je dd5 = (2 + d4) · d6 > d6, pa je
d5 > 6 (indeksi), tj. d5 > 7. Po{to je 2 + d4 delilac to mora biti
2 + d4 > d5. Dakle, 2 + d4 > d5 > 7, odakle je d4 > 5. Kako je

d4 < d5 6 2 + d4 to je d5 = 1 + d4 (1) ili je d5 = 2 + d4 (2).
U slu~aju (1) ima}emo d6 = 2 + d4 odakle zakqu~ujemo da 3 | N

(d4, d4 + 1, d4 + 2 su delioci broja N ), pa je d3 = 3. Tada i 6 | N pa

je d4 = 6 (zbog d5 > 7), a onda je d5 = 7, d6 = 8, pa 4 | N i d4 = 4.
Kontradikcija.

Ostaje slu~aj (2): d5 = 2+d4. Razmotri}emo slede}e mogu}nosti:
• Ako 4 | N zbog d4 > 5 sledi d3 = 4, pa 8 | N . (Ako ne bi 8

delilo N , tada bi se u kanonskoj faktorizaciji broja N prost broj



96 TEORIJA BROJEVA

2 javio sa stepenom 2, pa bi 2 + 1 = 3 bio faktor ukupnog broja

delilaca, tj. broja 16, {to je nemogu}e). Kako je d6 > d5 > 7 to je

d6 > 8 pa mora biti 8 ∈ {d4, d5, d6}. Svi ovi slu~ajevi dovode do

kontradikcije. Za d4 = 8 mora biti d5 = 10, pa 5 | N i d4 = 5, {to
je nemogu}e. Za d5 = 8 ima}emo d4 = 6, pa 3 | N , odakle sledi d3 = 3,
{to je nemogu}e. Za d6 = 8 mora biti d5 = 7 (zbog d5 > 7), odnosno
d4 = 5 i 10 | N . Me|utim, d7 = (2+5) · 8 = 56 > 10. Kontradikcija.

Po{to N nije deqivo sa 4 zakqu~ujemo da je d3 prost broj (ako
bi bio slo`en onda bi postojala dva mawa prosta delioca, {to je

nemogu}e jer je d1 = 1).
• Ako 3 | N , tada je d3 = 3. Tada 6 | N , pa zbog d4 > 5 mora

biti d4 = 6 (jer je d5 > 7). Onda je d5 = 2 + d4 = 8, pa 4 | N .

Kontradikcija.

Prema tome, 3 - N i zakqu~ujemo da je d3 > 5 i d4 > 7.
Kako 4 ne deli N i 2 + d4 zakqu~ujemo da je d4 neparno. Kako

2+d4 i d4 nisu deqivi sa 3 to je d4 = 3k+2 za neki ceo broj k, a kako
je neparan to je d4 = 6l+5 za neko l. Kako je dd5 delilac, to je d5 6 16
pa je 7 6 d4 6 14. Jedina mogu}nost je d4 = 11 i d5 = 13. Po{to su 2
i d3 delioci broja N to i 2d3 | N i 2d3 > d4, pa je d3 > 6. Po{to je
d3 prost i d3 < 11 mora biti d3 = 7. DakleN = 2 · 7 · 11 · 13 = 2 002.



4. Kongruencije

DEFINICIJA 4.1. Neka je dat prirodan broj m, ve}i od 1. Celi bro-
jevi a i b su kongruentni po modulu m ako daju isti ostatak pri

deqewu sam. Pi{e se a ≡ b (mod m).

TEOREMA 4.1. 1. a ≡ b (mod m) ako i samo ako je a = mt + b za neki
ceo broj t.

2. a ≡ b (mod m) ako i samo ako je razlika brojeva a i b deqiva sa
m.

3. Biti kongruentan po datom modulu je relacija ekvivalencije u

skupu celih brojeva.

Dokaz teoreme 4.1. je lak pa ga ostavqamo ~itaocima za ve`bu.

TEOREMA 4.2. 1.Ako je a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m), onda za svaka
dva cela broja x, y va`i ax+ cy ≡ bx+ dy (mod m).

2. Ako je a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m), onda je ac ≡ bd (mod m).
3. Ako je a ≡ b (mod m) im = αd, d > 1, onda je a ≡ b (mod d).
4. Ako je P (x) polinom po x sa celobrojnim koeficijentima, onda

iz a ≡ b (mod m) sledi da je P (a) ≡ P (b) (mod m).

DOKAZ.

1. Ako je a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m), tada m | a − b i
m | c− d, pa va`i im | (a− b)x im | (c− d)y. Dakle,

m | (a− b)x+ (c− d)y = (ax+ cy)− (bx+ dy),

tj. ax+ cy ≡ bx+ dy (mod m).
2.Iz a ≡ b (mod m), sledi dam | a− b, pa im | (a− b)c. Tako|e,

iz c ≡ d (mod m) sledi dam | (c− d)b. Dakle,

m | (ac− bc) + (cb− bd) = ac− bd,
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tj. ac ≡ bd (mod m).
3.Akom | a− b i d | m, d > 1, tada zbog tranzitivnosti relacije

deqivosti, imamo da i d | a− b, tj. da je a ≡ b (mod d).
4. Prema 2. imamo da za svaki prirodan broj n va`i slede}a

implikacija

a ≡ b (mod m)⇒ an ≡ bn (mod m),

a odavde i iz 1. imamo da

a ≡ b (mod m)⇒ P (a) ≡ P (b) (mod m),

za svaki polinom P (x) sa celobrojnim koeficijentima.

TEOREMA 4.3. 1. Ako su a i m uzajamno prosti i ax ≡ ay (mod m),
onda je x ≡ y (mod m).

2. ax ≡ ay (mod m) ako i samo ako x ≡ y (mod m
(a,m)

).

3. x ≡ y (mod a) i x ≡ y (mod b) ako i samo ako x ≡ y (mod [a, b]).

DOKAZ. 1. Iz ax ≡ ay (mod m), tj. iz m | a(x − y), zbog uslova
(a,m) = 1 sledi dam | x− y, tj. x ≡ y (mod m).

2. Ako je ax ≡ ay (mod m), tada je a(x − y) = km, za neki ceo

broj k, pa je i a
(a,m)

(x− y) = k m
(a,m)

. Dakle, m
(a,m)

| a
(a,m)

(x− y). Kako

je
(

m
(a,m)

, a
(a,m)

)
= 1, sledi da m

(a,m)
| x− y, tj. da je x ≡ y (mod m

(a,m)
)

Obrnuto, ako je x ≡ y (mod m
(a,m)

), tada je x− y = k m
(a,m)

, za neki

ceo broj k, pa je i ax− ay = ak
(a,m)

m, tj. m | ax− ay.
3.

x ≡ y (mod a), x ≡ y (mod b) ⇔ a | x− y, b | x− y

⇔ [a, b] | x− y

⇔ x ≡ y (mod [a, b]).
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4.1. Sistemi ostataka

DEFINICIJA 4.2. Skup odm celih brojeva u kome ne postoji ni jedan

par brojeva kongruentnih po modulu m zove se potpuni sistem os-

tataka po modulu m.

TEOREMA 4.4. 1. Skup {0, 1, 2, . . . ,m− 1} je potpuni sistem ostata-

ka po modulum.

2. Ako je m neparan broj, skup

{
−m− 1

2
, . . . ,−1, 0, 1, . . . , m− 1

2

}
je potpuni sistem ostataka po modulum.

Ako je m paran svaki od skupova
{
−m

2
+ 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , m

2

}
i{

−m

2
, . . . ,−1, 0, 1, . . . , m

2
− 1
}

predstavqa potpuni sistem osta-

taka po modulum.

3. Ako je {x1, x2, . . . , xm} potpuni sistem ostataka po modulu m
i (a,m) = 1, tada je i {ax1 + b, ax2 + b, . . . , axm + b} potpuni sistem
ostataka po modulum, za svaki ceo broj b.

DOKAZ. 3.Dovoqno je dokazati da skup {ax1+ b, ax2+ b, . . . , axm+ b}
sadr`i cele brojeve takve da ne postoji nijedan par brojeva kongru-

entnih po modulum.

Zaista, ako bi za neke i i j bilo

axi + b ≡ axj + b (mod m),

imali bismo najpre da je axi ≡ axj (mod m), a kako je (a,m) = 1
i da je xj ≡ xj (mod m), {to je nemogu}e zbog pretpostavke da je

{x1, x2, . . . , xm} potpuni sistem ostataka po modulum.

PRIMER 4.1. Skupovi {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} i {16, 9,−6, 11, 44, 5, 14, 31}
su potpuni sistemi ostataka po modulu 8.
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DEFINICIJA 4.3. Skup svih elemenata potpunog sistema ostataka

po modulum koji su relativno prosti sam naziva se svedeni (reduko-

vani) sistem ostataka po modulum.

PRIMER 4.2. {1, 3, 5, 7} i {9, 11, 5, 31} su svedeni sistemi ostataka
po modulu 8.

DEFINICIJA 4.4. Broj prirodnih brojeva koji nisu ve}i od datog pri-

rodnog broja m i relativno su prosti sa wim, tj. broj elemenata

proizvoqnog svedenog sistema ostataka po modulu m ozna~ava se sa

φ(m). Funkcija φ zove se Ojlerova funkcija.

Ako je p prost broj, tada je φ(p) = p− 1.

φ(1) = φ(2) = 1, φ(3) = φ(4) = φ(6) = 2 itd.

TEOREMA 4.5. Ako je {x1, x2, . . . , xφ(m)} svedeni sistem ostataka po

modulum i (a,m) = 1, tada je i {ax1, ax2, . . . , axφ(m)} svedeni sistem
ostataka po modulum.

DOKAZ. Tvr|ewe sledi iz ~iwenice da skup {ax1, ax2, . . . , axφ(m)}
sadr`i φ(m) celih brojeva, me|u kojima nema kongruentnih po mo-
dulum i svaki od wih je uzajamno prost sam.

PRIMER 4.3. Neka jem = 12 i a = 7. Tada sum i a uzajamno prosti,
pa je skup {7·0, 7·1, 7·2, . . . , 7·11} = {0, 7, 14, . . . , 77} potpuni sistem
ostataka po modulu 12, a skup {7 · 1, 7 · 5, 7 · 7, 7 · 11} = {7, 35, 49, 77}
je svedeni sistem ostataka po modulu 12.

TEOREMA 4.6. Ojlerova funkcija φ je multiplikativna.
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DOKAZ. Neka sum i n uzajamno prosti brojevi, tj. (m,n) = 1. Treba
dokazati da je φ(mn) = φ(m)φ(n).

Rasporedimo brojeve od 1 domn u slede}u tabelu:

1 2 · · · k · · · m
m+ 1 m+ 2 · · · m+ k · · · 2m
· · · · · · · · · · · · · · ·

(n− 1)m+ 1 (n− 1)m+ 2 · · · (n− 1)m+ k · · · mn

Primetimo sada da je neki broj uzajamno prost samn ako i samo
ako je uzajamno prost i sam i san. Dokaz }emo izvesti tako{to }emo
najpre prebrojati koliko u tabeli ima brojeva uzajamno prostih sa

m, a zatim koliko me|u wima ima uzajamno prostih sa n.
Brojevi svake kolone gorwe tabele pripadaju istoj klasi ekvi-

valencije u odnosu na relaciju ≡ (mod m), pa svi brojevi jedne

kolone imaju isti najve}i zajedni~ki delilac sa m; tj. ako je jedan

broj u nekoj koloni uzajamno prost sa m, tada su uzajamno prosti

sa m i svi ostali brojevi te kolone. Posledwe nam omogu}ava da

govorimo o �kolonama uzajamno prostim sa m�; o~igledno takvih

kolona ima φ(m).
Posmatrajmo sada jednu kolonu brojeva uzajamno prostih sam:

k, m+ k, 2m+ k, . . . , (n− 1)m+ k.

Brojevi ove kolone su oblikamx+k, x ∈ {0, 1, 2, . . . , n−1}. Po{to
je (m,n) = 1 brojevi ove kolone obrazuju potpuni sistem ostataka

po modulu n, pa se me|u wima nalazi φ(n) brojeva uzajamno prostih
sa n.

Dakle, svaka kolona na{e tablice sadr`i φ(n) brojeva uzajamno
prostih sa n, tj. ~itava tablica ima φ(m) · φ(n) brojeva uzajamno
prostih i sam i sa n, pa time i samn.

TEOREMA 4.7. Ako je n = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k kanonska faktorizacija broja
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n, onda je

φ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(
1− 1

pk

)
= pα1−1

1 pα2−1
2 · · · pαk−1

k (p1 − 1)(p2 − 1) · · · (pk − 1).

DOKAZ. Neka je n = pα, za neki prost broj p i neki prirodan broj

α. Me|u prirodnim brojevima od 1 do pα ima pα−1 brojeva koji nisu

uzajamno prosti sa pα, tj. brojeva koji su deqivi sa p; to su:

p, 2p, . . . , p2, . . . , pα.

Dakle, me|u prirodnim brojevima od 1 do pα ima pα − pα−1 brojeva

uzajamno prostih sa pα, tj.

φ(pα) = pα − pα−1 = pα
(
1− 1

p

)
.

Ako je, sada, n = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k kanonska faktorizacija broja n,

primenom prethodne teoreme (vi{e puta) imamo:

φ(n) = φ(pα1
1 )φ(pα2

2 ) · · ·φ(pαk
k )

= pα1

(
1− 1

p1

)
pα2

(
1− 1

p2

)
· · · pαk

(
1− 1

pk

)
= n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(
1− 1

pk

)
.

PRIMER 4.4.

φ(1008) = φ(24 · 32 · 7) = 23 · 31 · 70(2− 1)(3− 1)(7− 1) = 288.

TEOREMA 4.8. (Gaus) Za svaki prirodan broj n je
∑
d|n

φ(d) = n.
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DOKAZ. Neka je n = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k kanonska faktorizacija broja n.

Tada su svi delioci broja n (ukqu~uju}i 1 i n):

d = pβ1

1 pβ2

2 · · · p
βk

k , 0 6 βi 6 αi (i = 1, 2, . . . , k),

pa je (videti zadatak 66)

∑
d|n

φ(d) =
k∏

i=1

(1 + φ(pi) + · · ·+ φ(pαi
i )).

Po{to je

1+φ(pi)+· · ·+φ(pαi
i ) = 1+(pi−1)+(p2i−pi)+· · ·+(pαi

i −p
αi−1
i ) = pαi

i ,

to je

∑
d|n

φ(d) =
k∏

i=1

(1 + φ(pi) + · · ·+ φ(pαi
i )) = pα1

1 pα2
2 · · · p

αk
k = n.

PRIMER 4.5.∑
d|12

φ(d) = φ(1) + φ(2) + φ(3) + φ(4) + φ(6) + φ(12)

= 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 4 = 12.

TEOREMA 4.9. (Ojler) Ako je (a,m) = 1 onda je aφ(m) ≡ 1 (mod m).

DOKAZ. Neka je {x1, x2, . . . , xφ(m)} svedeni sistem ostataka po modulu
m. Tada je i {ax1, ax2, . . . , axφ(m)} svedeni sistem ostataka pomodulu
m, jer je (a,m) = 1. Prema tome, za svako xi postoji ta~no jedan axj

takav da je xi ≡ axj (mod m), pa je

(ax1)(ax2) · · · (axφ(m)) ≡ x1x2 · · · xφ(m) (mod m),
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odnosno

aφ(m)x1x2 · · · xφ(m) ≡ x1x2 · · · xφ(m) (mod m).

Kako je (x1x2 · · · xφ(m),m) = 1, imamo da je

aφ(m) ≡ 1 (mod m).

NAPOMENA. Broj φ(m) nije najmawi prirodan broj k takav da je

ak ≡ 1 (mod m) (videti zadatak 159 i poglavqe 4.2.).

TEOREMA 4.10. (MalaFermaova teorema) Ako je p prost broj i p - a,
onda je ap−1 ≡ 1 (mod p).

DOKAZ. Ako p ne deli a, onda je (a, p) = 1 i kako za svaki prost broj
p va`i φ(p) = p− 1, to je ovo specijalan slu~aj Ojlerove teoreme.

POSLEDICA. Ako je p prost broj i a proizvoqan ceo broj, onda va`i
ap ≡ a (mod p).

4.2. Poredak broja po datom modulu

DEFINICIJA 4.5. Poredak broja a po modulum je najmawi prirodan

broj t, ako postoji, za koji va`i at ≡ 1 (mod m).

PRIMER 4.6. Poredak broja 3 po modulu 11 je 5, jer 31, 32, 33, 34 ̸≡ 1
(mod 11), a 35 ≡ 1 (mod 11).

Iz Ojlerove teoreme sledi da poredak broja a po modulu m pos-

toji ako su a i m uzajamno prosti. Va`i i obrnuto: Ako je at ≡ 1
(mod m) za neko t, onda je 1 = at −mu, odakle sledi (a,m) = 1.
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TEOREMA 4.11. Ako je t poredak broja a po modulu m i as ≡ 1 (mod m),
tada t | s. Specijalno, t | φ(m).

DOKAZ. Pretpostavimo da t - s. Tada, za neke cele brojeve q i r, va`i
s = qt + r i 0 < r < t, pa je as = aqt+r = (at)q · ar. Po{to je at ≡ 1
(mod m) i as ≡ 1 (mod m), sledi da je ar ≡ 1 (mod m). ^iwenica
da je ar ≡ 1 (mod m) i 0 < r < t, u kontradikciji je sa ~iwenicom
da je t najmawi prirodan broj sa osobinom at ≡ 1 (mod m).

POSLEDICA. Ako je t poredak broja a po modulum, tada je

ax ≡ ay (mod m) ako i samo ako x ≡ y (mod t).

DEFINICIJA 4.6. Ako je poredak broja a po modulu m jednak φ(m),
broj a se naziva primitivnim korenom po modulum.

TEOREMA 4.12. Ako je a primitivan koren po modulum, brojevi

1 = a0, a1, a2, . . . , aφ(m)−1

obrazuju svedeni sistem ostataka po modulu m.

DOKAZ. Dovoqno je dokazati da me|u brojevima

1 = a0, a1, a2, . . . , aφ(m)−1

ne postoje dva koja su kongruentna po modulu m. Pretpostavimo

suprotno, da postoje i i j takvi da je

ai ≡ aj (mod m), 0 6 i < j < φ(m).

Tada je

aj−i ≡ 1 (mod m), 0 < j − i < φ(m),

suprotno pretpostavci da je a primitivni koren po modulum.

POSLEDICA. Ako je p prost broj i a primitivan koren po modulu
p, tada brojevi 1, a, a2, . . . , ap−2 obrazuju svedeni sistem ostataka po

modulu p.
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PRIMER 4.7. 2 je primitivan koren po modulu 11, pa brojevi 1, 2, 22 =
4, 23 = 8, 24 ≡ 5, 25 ≡ 10, 26 ≡ 9, 27 ≡ 7, 28 ≡ 3, 29 ≡ 6 (mod 11)
obrazuju svedeni sistem ostataka po modulu 11.

TEOREMA 4.13. (Vilson) Ako je p prost broj, tada va`i:

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

DOKAZ. Tvr|ewe o~igledno va`i ako je p = 2 ili p = 3.
Neka je p prost broj ve}i od 3. Tada je 1 ≡ 1 (mod p) i p−1 ≡ −1

(mod p).
Da bismo dokazali teoremu, dovoqno je dokazati da za svaki broj

x takav da je 2 6 x 6 p− 2, postoji ta~no jedan broj y takav da je

x · y ≡ 1 (mod p), 2 6 y 6 p− 2, x ̸= y.

Zaista, ako x ∈ {2, . . . , p− 2}, po{to je (x, p) = 1, skup

{0, x, 2x, . . . , (p− 1)x}

obrazuje potpuni sistem ostataka po modulu p, i ta~no jedan element
ovog skupa (koji je razli~it od nule) je kogruentan sa 1 po modulu p.

Ako bi bilo y = 1, imali bismo da je x ≡ 1 (mod p), {to je

nemogu}e.

Sli~no se dokazuje da ne mo`e biti ni y = p− 1.
Najzad, ako bi bilo x = y, imali bismo da je x2 ≡ 1 (mod p), tj.

da p | x − 1 ili p | x + 1, odnosno da je x ≡ 1 (mod p) ili x ≡ −1
(mod p), {to je nemogu}e.

NAPOMENA. Va`i i obrnuto tvr|ewe Vilsonove teoreme: ako je

(p − 1)! ≡ −1 (mod p), tada je p prost broj. Ako to ne bi va`ilo,

tada bi p imao prost delilac q < p, pa bi va`ilo da q | (p− 1)!, pa
q - (p− 1)! + 1, a samim tim i p - (p− 1)! + 1. Kontradikcija.
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TEOREMA 4.14. Kongruencija kx ≡ 1 (mod m) ima bar jedno re{ewe
(po x) ako i samo ako je broj k uzajamno prost sa m, i tada svaka od

kongruencija kx ≡ n (mod m) ima re{ewe po x.

DOKAZ. Dokaz sledi iz ~iwenice da je (k,m) = 1 ako i samo ako

postoje a, b ∈ Z takvi da je ak + bm = 1.

TEOREMA 4.15. (Kineska teorema o ostacima) Neka su a1, a2, . . . , ar
proizvoqni celi brojevi i neka su m1,m2, . . . ,mr po parovima uzajamno

prosti prirodni brojevi, tj. (mi,mj) = 1 za i ̸= j. Tada postoji

re{ewe sistema kongruencija:

(1) x ≡ a1 (mod m1), x ≡ a2 (mod m2), . . . , x ≡ ar (mod mr).

Ako je x0 jedno re{ewe sistema jedna~ina (1), tada je x re{ewe siste-
ma (1) ako i samo ako je oblika x0 + km, gde je k proizvoqan ceo broj,
a m = m1m2 · · ·mr.

DOKAZ. Dokaz }emo izvesti za sistem dve kongruencije:

x ≡ a1 (mod m1), x ≡ a2 (mod m2),

pri ~emu je (m1,m2) = 1.
Svako re{ewe prve od ovih kongruencija je oblika x = a1+ ym1,

y ∈ Z. Ono je re{ewe i druge od ovih kongruencija ako i samo ako
je m1y ≡ a2 − a1 (mod m2). Po{to su m1 i m2 uzajamno prosti, na

osnovu prethodne teoreme sledi da posledwa kongruencija ima bar

jedno re{ewe y0, pa je x0 = a1 +m1y0 jedno zajedni~ko re{ewe datog
sistema kongruencija.

Daqe, ako su x0 i x
′
0 bilo koja zajedni~ka re{ewa datih kongruen-

cija, iz x0 ≡ a1 (mod m1) i x′
0 ≡ a1 (mod m1) sledi dam1 | x0− x′

0.

Sli~no se dokazuje da m2 | x0 − x′
0, pa [m1,m2] | x0 − x′

0, tj. x0 ≡ x′
0

(mod [m1,m2]).
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4.3. Kriterijumi deqivosti � Paskalov metod

TEOREMA 4.16. Da bi broj a = anan−1 · · · a1a0 =
n∑

i=0

ai · 10i bio deqiv

prirodnim brojemm, neophodno je i dovoqno da je sam deqiv zbir

anrn + an−1rn−1 + · · ·+ a1r1 + a0r0,

gde su ri proizvoqni celi brojevi za koje va`i 10i ≡ ri (mod m),
i = 0, 1, . . . , n.

DOKAZ. Dokaz je jednostavan, jer zbog osobina kongruencija imamo

da je

a =
n∑

i=0

ai · 10i ≡
n∑

i=0

ai · ri (mod m).

POSLEDICA 1. Da bi za neko t ∈ N broj a = an · · · a1a0 bio deqiv sa
2t (odnosno sa 5t), neophodno je i dovoqno da je sa 2t (5t) deqiv broj
at−1 · · · a1a0.

POSLEDICA 2. Neka je t takav broj da je 10t ≡ 1 (mod m). Da bi

broj a bio deqiv sam, neophodno je i dovoqno da je sam deqiv zbir

brojeva koji se dobijaju podelom zdesna nalevo broja a na grupe po t
cifara.

Specijalno:

3 | a ⇔ 3 |
n∑

i=0

ai (t = 1),

9 | a ⇔ 9 |
n∑

i=0

ai (t = 1),

11 | a ⇔ 11 |
n∑

i=0

(10a2i+1 + a2i) (t = 2).
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PRIMER 4.8. 11 | 4 243 657 jer 11 | 121 = 57 + 36 + 24 + 4.

POSLEDICA 3. Neka je t takav broj da je 10t ≡ −1 (mod m). Da

bi a bilo deqivo sa m, neophodno je i dovoqno da je sa m deqiv

zbir brojeva koji se dobijaju na isti na~in kao u prethodnom slu~aju

(posledica 2), ali im se jo{ naizmeni~no promeni znak.

Specijalno:

11 | a ⇔ 11 |
n∑

i=0

(−1)iai (t = 1),

101 | a =
n∑

i=0

bi · 100i ⇔ 101 |
n∑

i=0

(−1)ibi (t = 2),

7 | a =
n∑

i=0

ci · 1 000i ⇔ 7 |
n∑

i=0

(−1)ici (t = 3),

13 | a =
n∑

i=0

ci · 1 000i ⇔ 13 |
n∑

i=0

(−1)ici (t = 3).

PRIMER 4.9. 11 | 4 243 657 jer je 7− 5 + 6− 3 + 4− 2 + 4 = 11 ≡ 0
(mod 11).

PRIMER 4.10. 101 | 5 953 546 jer je 46 − 35 + 95 − 5 = 101 ≡ 0
(mod 101).

PRIMER 4.11. 7 | 2 232 706 jer je 706− 232 + 2 = 476 ≡ 0 (mod 7).

PRIMER 4.12. 13 | 596 336 jer je 336− 596 = −260 ≡ 0 (mod 13).
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4.4. Zadaci

109. Odrediti ostatak pri deqewu broja 230 sa 13.

Re{ewe.Kako je 230 = (25)
6
, 25 = 32 ≡ 6 (mod 13) i 210 ≡ 62 ≡ 10

(mod 13), to je kona~no 230 ≡ 103 ≡ 12 (mod 13).

110. Dokazati da je broj 2702 · 19826 − 11347 · 17195 deqiv sa 3.
Re{ewe. Tvr|ewe sledi iz:

2 ≡ −1 (mod 3)⇒ 2702 ≡ 1 (mod 3);
19 ≡ 1 (mod 3)⇒ 19826 ≡ 1 (mod 3);
11 ≡ −1 (mod 3)⇒ 11347 ≡ −1 (mod 3);
17 ≡ −1 (mod 3)⇒ 17195 ≡ −1 (mod 3).

111. Za koje prirodne brojeve n je 2n − 1 deqivo sa 7?

Re{ewe. Zan = 3k imamo 2n = 8k ≡ 1k ≡ 1 (mod 7). Zan = 3k+1
imamo 2n = 2 · 8k ≡ 2 · 1k ≡ 2 (mod 7). Za n = 3k + 2 imamo

2n = 4 · 8k ≡ 4 · 1k ≡ 4 (mod 7). Dakle, re{ewa su svi prirodni

brojevi deqivi sa 3.

112. Dokazati da je za svaki paran broj n broj 20n + 16n − 3n − 1
deqiv sa 323.

Re{ewe: 323 = 17 · 19. Neka je n proizvoqan paran broj. Iz

20 ≡ 3 (mod 17)⇒ 20n ≡ 3n (mod 17)

i

16 ≡ −1 (mod 17)⇒ 16n ≡ 1 (mod 17)

sledi da 17 | 20n + 16n − 3n − 1.
Tako|e, iz

20 ≡ 1 (mod 19)⇒ 20n ≡ 1 (mod 19)
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i

16 ≡ −3 (mod 19)⇒ 16n ≡ 3n (mod 19)

sledi da i 19 | 20n + 16n − 3n − 1.

113. Dokazati da je broj 2 2225555 + 55552222 deqiv sa 7.

Re{ewe. Kako je

2 222 ≡ 3 (mod 7), 36 ≡ 1 (mod 7) i 5 555 ≡ 5 (mod 6),

to je

2 2225555 = 22226·925+5 = (2 2226)
925 · 2 2225 ≡ (36)

925 · 35

≡ 1 · 35 ≡ 5 (mod 7).

Sli~no, iz

5 555 ≡ 4 (mod 7), 43 ≡ 1 (mod 7) i 2 222 ≡ 2 (mod 3)

sledi

5 5552222 = 55553·740+2 ≡ 42 ≡ 2 (mod 7).

Sada se tvr|ewe dobija iz

2 2225555 + 55552222 ≡ 5 + 2 (mod 7).

114. Na}i ostatak koji se dobije pri deqewu broja 3105 + 4105 sa
11.

Re{ewe.

33 ≡ 5 (mod 11), 32 ≡ −2 (mod 11)⇒ 35 ≡ −10 ≡ 1 (mod 11);
43 = 64 ≡ −2 (mod 11), 42 ≡ 5 (mod 11) ⇒ 45 ≡ −10 ≡ 1

(mod 11).
Dakle, 3105 + 4105 ≡ 1 + 1 (mod 11).



112 TEORIJA BROJEVA

115. Dokazati da broj n2 + 3n + 5 nije deqiv sa 121 ni za jedan
prirodan broj n.

Re{ewe.Ispitajmo najpre za koje n, 11 | n2+3n+5. Razlikujemo
slede}e slu~ajeve:

n ≡ 0 (mod 11)⇒ n2 + 3n+ 5 ≡ 5 (mod 11)
n ≡ 1 (mod 11)⇒ n2 + 3n+ 5 ≡ 9 (mod 11)
n ≡ 2 (mod 11)⇒ n2 + 3n+ 5 ≡ 4 (mod 11)
n ≡ 3 (mod 11)⇒ n2 + 3n+ 5 ≡ 1 (mod 11)
n ≡ 4 (mod 11)⇒ n2 + 3n+ 5 ≡ 0 (mod 11)
n ≡ 5 (mod 11)⇒ n2 + 3n+ 5 ≡ 1 (mod 11)
n ≡ 6 (mod 11)⇒ n2 + 3n+ 5 ≡ 4 (mod 11)
n ≡ 7 (mod 11)⇒ n2 + 3n+ 5 ≡ 9 (mod 11)
n ≡ 8 (mod 11)⇒ n2 + 3n+ 5 ≡ 5 (mod 11)
n ≡ 9 (mod 11)⇒ n2 + 3n+ 5 ≡ 3 (mod 11)
n ≡ 10 (mod 11)⇒ n2 + 3n+ 5 ≡ 3 (mod 11)
Dakle, 11 | n2 + 3n + 5 jedino ako je n ≡ 4 (mod 11). Do istog

rezultata mnogo br`e se dolazi ako primetimo da je

n2 + 3n+ 5 ≡ n2 − 8n+ 16 = (n− 4)2 (mod 11),

pa

11 | n2 + 3n+ 5⇔ 11 | (n− 4)2 ⇔ 11 | n− 4.

Dakle, n = 11k + 4, za neki k. Ali, tada je

n2 + 3n+ 5 = (11k + 4)2 + 3(11k + 4) + 5 = 121k(k + 1) + 33,

odakle sledi da 121 - n2 + 3n+ 5.
Naravno, ako 11 - n2 + 3n+ 5, tada 121 - n2 + 3n+ 5.

116. Koliko ima prirodnih brojeva n takvih da je broj

a = n(n+ 1)(n+ 2) + 2n
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deqiv sa 3 003?

Re{ewe.Ako bi postojao prirodan broj n takav da 3 003 | a, onda
bi va`ilo i 3 | a, {to je nemogu}e, jer za svaki prirodan broj n,
3 | n(n+ 1)(n+ 2), dok je:

21 ≡ 2 (mod 3), 22 ≡ 1 (mod 3),
23 ≡ 2 (mod 3), 24 ≡ 1 (mod 3), . . . ,

pa 3 - 2n za svaki prirodan broj n.

117. (a) Ako je a ceo, a n prirodan broj, dokazati da je broj

a(a2n − 1) deqiv sa 6.
(b) Ako je a neparan ceo broj, a n prirodan broj, dokazati da je

broj a(a2n − 1) deqiv sa 24.

Re{ewe. Za proizvoqne brojeve x, y i svaki prirodan broj n va`i
x− y | xn − yn.

Specijalno, za svaki ceo broj a i svaki prirodan broj n,

(∗) a2 − 1 | (a2)n − 1.

(a) Za svaki ceo broj a i svaki prirodan broj n, 6 | (a−1)a(a+1),
tj. 6 | a(a2 − 1), pa prema formuli (∗) sledi da 6 | a(a2n − 1).

(b) Ako je a neparan ceo broj, tada je a = 2m+ 1, za nekim, pa je

a(a2−1) = (a−1)a(a+1) = 2m(2m+1)2(m+1) = 4m(m+1)(2m+1).

Po{to 2 | m(m + 1), da bismo pokazali da 24 | a(a2 − 1) ostaje
da poka`emo da je jedan od brojeva m, m + 1, 2m + 1 deqiv sa 3.
Razlikujemo slede}e slu~ajeve:

(1) ako jem ≡ 0 (mod 3), tada 3 | m(m+ 1)(2m+ 1);
(2) ako je m ≡ 1 (mod 3), tada je 2m + 1 ≡ 0 (mod 3), pa va`i

3 | m(m+ 1)(2m+ 1);
(3) ako jem ≡ 2 (mod 3), tada jem+1 ≡ 0 (mod 3), pa opet va`i

3 | m(m+ 1)(2m+ 1).
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Dakle, 3 | m(m+1)(2m+1), pa, na osnovuprethodnograzmatrawa,
24 | a(a2 − 1), a na osnovu (∗) va`i i 24 | a(a2n − 1).

118. 1) Dokazati da se Fermaovi brojevi fn, n > 2, (u dekadnom
zapisu) zavr{avaju cifrom 7.

2) Dokazati da ne postoji Fermaov broj koji je potpun kvadrat.

3) Da li postoji prirodan brojm takav da je 1+2+ · · ·+m = fn,
za neki n > 2?

119. Ako je n neparan prirodan broj, dokazati da se broj

22n
(
22n+1 − 1

)
zavr{ava ciframa 28.

120. (Zimsko matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 2000, 9. razred)

Dokazati da je cifra stotina broja 21999 + 22000 + 22001 parna.

Re{ewe. Zapi{imo dati broj u obliku

21999(1 + 2 + 4) = 7 · 29 · 210 · 21980 = 7 · 29 · 210 ·
(
220
)99

.

Po{to je 29 = 512, 210 = 1024 i 220 = (210)
2
to se dvocifreni zavr-

{etak broja 220 poklapa sa dvocifrenim zavr{etkom broja 242, pa je
dvocifreni zavr{etak broja 220 jednak 76. Dvocifreni zavr{etak
broja 762 je tako|e 76, pa je dvocifreni zavr{etak datog broja jednak
dvocifrenom zavr{etku proizvoda 7 · 12 · 24 · 76, a to je 16. Po{to
je broj 21999 + 22000 + 22001 deqiv sa 8, a dvocifreni zavr{etak mu je
16, to cifra stotina mora biti parna.

121. Odrediti posledwu cifru broja 77
77

.

Re{ewe. Kako je 7 ≡ −1 (mod 4), to je 77
7 ≡ −1 (mod 4), jer je 77

neparan broj. Dakle, 77
7
= 4k + 3, za neki k ∈ N. Po{to je 72 ≡ −1
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(mod 10) to je 74 ≡ 1 (mod 10), pa je i 74k ≡ 1 (mod 10). Dakle,

77
77

= 74k+3 = 74k · 73 ≡ 73 ≡ 3 (mod 10).

122. Odrediti dve posledwe cifre broja 99
9
.

Re{ewe. Kako je 910 = (10− 1)10 ≡ 1 (mod 100), to je 910q+r ≡ 9r

(mod 100). Kako je 99 ≡ 9 (mod 10), to je 99
9 ≡ 99 ≡ 89 (mod 100).

Prema tome, posledwe dve cifre broja 99
9
su 8 i 9.

123. Ako je a ≡ b (mod pn), gde je p prost broj, dokazati da je

ap ≡ bp (mod pn+1).

Re{ewe. Prema uslovu zadatka je a = b + qpn, za neki ceo broj q.
Stepenovawem leve i desne strane sa p dobijamo ap = bp + pn+1t, gde
je t ceo broj. Odatle sledi tvr|ewe.

124. Dokazati da je

m∑
k=1

kn ≡ 0 (mod m), gde su m i n neparni

brojevi.

Re{ewe. Za svako k, 1 6 k 6 m va`i kongruencija k ≡ k − m
(mod m). Stepenovawem prethodnih kongruencija sa n i sabirawem
dobijamo

m∑
k=1

kn ≡
m∑
k=1

(−k)n (mod m),

odakle je 2
m∑
k=1

kn ≡ 0 (mod m), tj.
m∑
k=1

kn ≡ 0 (mod m).

125. (a) Na}i ostatak pri deqewu kvadrata neparnog celog broja

sa 8.
(b) Neka su b i a1, a2, a3, a4, a5 celi brojevi, takvi da va`i

a21 + a22 + a23 + a24 + a25 = b2.
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Dokazati da je tada bar jedan od ovih brojeva paran.

Re{ewe. (a) Za svaki prirodan broj n je

(2n+ 1)2 = 4n2 + 4n+ 1 = 4n(n+ 1) + 1,

pa po{to 8 | 4n(n + 1) (jer 2 | n(n + 1)), to je ostatak pri deqewu

(2n+ 1)2 sa 8 jednak 1, tj. (2n+ 1)2 ≡ 1 (mod 8).
(b) Nije te{ko videti da za svaki prirodan brojm va`i:

m2 je paran broj ⇔ m je paran broj

tj.

m2 je neparan broj ⇔ m je neparan broj.

Neka su b i a1, a2, a3, a4, a5 celi brojevi, takvi da va`i

a21 + a22 + a23 + a24 + a25 = b2.

Tada postoje dve mogu}nosti:

1. b je paran broj. U ovom slu~aju tvr|ewe zadatka va`i;

2. b je neparan broj. Tada je, prema (a), b2 ≡ 1 (mod 8). Daqe,
ako bi i svi brojevi a1, a2, a3, a4, a5 bili neparni, imali bismo da
je a2i ≡ 1 (mod 8), i = 1, 2, 3, 4, 5, pa bi va`ilo

a21 + a22 + a23 + a24 + a25 ≡ 5 (mod 8),

{to je nemogu}e ako je a21 + a22 + a23 + a24 + a25 = b2, jer 5 ̸≡ 1 (mod 8).
Dakle, bar jedan od brojeva a1, a2, a3, a4, a5 je paran.

126. Dokazati da jedna~ina ax2 + bx + c = 0 nema racionalnih
re{ewa ako su a, b, c celi neparni brojevi.

Re{ewe. Pretpostavimo suprotno. Tada je diskriminanta date

kvadratne jedna~ine kvadrat nekog prirodnog broja, tj. b2−4ac = k2.

Kako je b2 neparan broj, to je i k2 neparan broj, pa je i k neparan
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broj. U jednakosti b2 − k2 = 4ac, desna strana je deqiva sa 4, ali ne
i sa 8, jer su a i c neparni brojevi. Kvadrati neparnih brojeva pri
deqewu sa 8 daju ostatak 1, pa je b2− k2 deqivo sa 8. Kontradikcija.

127. Neka je a1, a2, . . . , an proizvoqan poredak brojeva 1, 2, . . . , n.
Dokazati da je (a1−1)(a2−2) · · · (an−n) paran broj ako je n neparan.

Re{ewe. (Prvo re{ewe) Pretpostavimo suprotno, tj. da je n ne-

parno i da je posmatrani proizvod neparan. Tada su svi brojevi

ai − i = bi neparni, pa je

0 = (a1 + a2 + · · ·+ an)− (1 + 2 + · · ·+ n)

= b1 + b2 + · · ·+ bn

≡ 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

(mod 2)

≡ n ≡ 1 (mod 2).

Kontradikcija. Dakle, posmatrani proizvod je paran.

(Drugo re{ewe) Neka je s1 = a1 − 1, s2 = a2 − 2, . . . sn = an − n.
Ako bi proizvod s1s2 · · · sn = (a1 − 1)(a2 − 2) · · · (an − n) bio

neparan, svaki od ~inilaca s1, s2, . . . , sn bi bio neparan. Po{to je
n neparan broj, tada bi zbir s1 + s2 + · · · + sn tako|e bio neparan,
{to je nemogu}e jer je

s1 + s2 + · · ·+ sn = (a1 − 1) + (a2 − 2) + · · ·+ (an − n)
= (a1 + a2 + · · ·+ an)− (1 + 2 + · · ·+ n) = 0.

128. Dokazati da se me|u bilo kojih pet prirodnih brojeva mogu

izabrati tri takva da im je zbir deqiv sa 3.

Re{ewe. Ako me|u uo~enih pet brojeva postoje tri broja koja

imaju isti ostatak pri deqewu sa 3, onda je i wihov zbir deqiv sa
3. Ako to nije slu~aj, onda se svaki ostatak (0, 1, 2) mora javiti bar
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jednom. Tada biramo tri broja sa razli~itim ostacima. Wihov zbir

je deqiv sa 3:

3k + 3l + 1 + 3m+ 2 = 3(k + l +m+ 1).

129. (Izborno takmi~ewe za JBMO 2003) Dato je jedanaest ra-

zli~itih prirodnih brojeva. Dokazati da me|u wima postoji {est

brojeva ~iji je zbir deqiv sa 6.

Re{ewe. Izaberimo bilo kojih pet od jedanaest datih brojeva.

Me|u wima mo`emo izabrati tri broja tako da je wihov zbir deqiv

sa 3. Na taj na~in od tih jedanaest brojeva mo`emo izabrati tri

grupe po tri broja tako da je u svakoj grupi zbir brojeva deqiv sa

3. Sada, od te tri grupe postoje dve, takve da su zbirovi wihovih

elemenata iste parnosti, pa je zbir tih {est brojeva deqiv sa 6.

130. (1) Koje ostatke pri deqewu sa 9 daju kvadrati prirodnih

brojeva?

(2) Dokazati da ne postoje prirodni brojevim i n takvi da je

m2 + n2 = 600 . . . 0︸ ︷︷ ︸
13

.

Re{ewe. (1) Ostaci pri deqewu kvadrata prirodnih brojeva sa 9
su 0, 1, 4 ili 7, {to se lako vidi iz slede}ih implikacija:

x ≡ 0 (mod 9)⇒ x2 ≡ 0 (mod 9)
x ≡ ±1 (mod 9)⇒ x2 ≡ 1 (mod 9)
x ≡ ±2 (mod 9)⇒ x2 ≡ 4 (mod 9)
x ≡ ±3 (mod 9)⇒ x2 ≡ 0 (mod 9)
x ≡ ±4 (mod 9)⇒ x2 ≡ 7 (mod 9).

(2) Prema delu (1), ako bi takvi brojevi postojali, tada bi bilo

m2 + n2 ≡ r (mod 9), r ∈ {0, 1, 2, 4, 5, 7, 8}. Me|utim, po{to je
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10 ≡ 1 (mod 9), to je 1013 ≡ 1 (mod 9), pa je i 6 · 1013 ≡ 6 (mod 9).
Kontradikcija.

131. Tri data cela broja su potpuni kvadrati. Ako je zbir ta

tri broja deqiv sa 9, onda se me|u wima mogu izabrati dva ~ija je

razlika deqiva sa 9. Dokazati.

Re{ewe.Mogu}i ostaci pri deqewu kvadrata celog broja sa 9 su:
0, 1, 4, 7.

Neka su x, y i z celi brojevi takvi da 9 | x2 + y2 + z2. Pret-

postavimo da ne postoje dva broja od x2, y2, z2 koja daju isti ostatak
pri deqewu sa 9. Tada postoje slede}e mogu}nosti:

1. Ako je x2 ≡ 0 (mod 9), y2 ≡ 1 (mod 9), z2 ≡ 4 (mod 9), tada je

x2 + y2 + z2 ≡ 5 (mod 9),

{to je nemogu}e jer 9 | x2 + y2 + z2. Isti rezulatat se dobija ako

pretpostavimo da je x2 ≡ 0 (mod 9), z2 ≡ 1 (mod 9), y2 ≡ 4 (mod 9)
ili y2 ≡ 0 (mod 9), z2 ≡ 1 (mod 9), x2 ≡ 4 (mod 9), . . . pa te

slu~ajeve ne treba razmatrati.

2. Ako je x2 ≡ 0 (mod 9), y2 ≡ 4 (mod 9), z2 ≡ 7 (mod 9), tada je

x2 + y2 + z2 ≡ 2 (mod 9),

{to je opet nemogu}e jer 9 | x2 + y2 + z2.
3. Ako je x2 ≡ 1 (mod 9), y2 ≡ 4 (mod 9), z2 ≡ 7 (mod 9), tada je

x2 + y2 + z2 ≡ 3 (mod 9),

{to je tako|e nemogu}e jer 9 | x2 + y2 + z2.
4. Ako je x2 ≡ 0 (mod 9), y2 ≡ 1 (mod 9), z2 ≡ 7 (mod 9), tada je

x2 + y2 + z2 ≡ 8 (mod 9),

{to je tako|e nemogu}e jer 9 | x2 + y2 + z2.



120 TEORIJA BROJEVA

132. Neka je S(a) zbir cifara prirodnog broja a prikazanog u

dekadnom brojnom sistemu, a m dati prirodan broj. Dokazati da je

razlika S(am)− Sm(a) deqiva sa 9 za bilo koji prirodan broj a.

Re{ewe. Neka je a = anan−1 · · · a1a0 =
n∑

k=0

ak · 10k. Tada je

a− S(a) =
n∑

k=0

ak(10
k − 1) = 9

n∑
k=1

ak · 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
k

,

tj. za svaki prirodan broj a va`i 9 | a− S(a), odnosno zbir cifara
prirodnog broja a daje isti ostatak pri deqewu sa 9 kao i sam broj

a.
Koriste}i prethodno dokazanu ~iwenicu i jednakost

S(am)− Sm(a) = (S(am)− am) + (am − Sm(a))

= (S(am)− am) + (a− S(a)) (am−1 + am−2S(a) + · · ·+ Sm−1(a))

dobijamo da 9 | S(am)− Sm(a).

133. Na}i najmawi prirodan broj koji je 2 004 puta ve}i od zbira
svojih cifara.

Re{ewe. Neka je n tra`eni prirodan broj, a S(n) zbir wegovih
cifara. Tada je n = 2004S(n), pa je n − S(n) = 2 003S(n). Po{to
9 | n−S(n), a 9 - 2 003 sledi da 9 | S(n). Dakle, S(n) ∈ {9, 18, 27, . . . }.
Ako je S(n) = 9, imali bismo da je

n = 2004 · 9 = 18 036 i 1 + 8 + 0 + 3 + 6 = 18 > 9.

Za S(n) = 18, imamo

n = 2004 · 18 = 36 072 i 3 + 6 + 0 + 7 + 2 = 18.

Dakle, tra`eni broj je 36 072.
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134. Dat je niz 1, 2, 4, 8, 16, 23, . . . u kojem je svaki slede}i broj

jednak zbiru prethodnog broja i zbira wegovih cifara, tj. a1 = 1 i
an = an−1 + S (an−1) za n > 1, gde je S (x) � zbir cifara broja x. Da
li se u tom nizu pojavquje broj 2 004 ?

Re{ewe. Brojevi x i S(x) daju jednake ostatke pri deobi sa 3, tj.
x ≡ S(x) (mod 3). Otuda je an ≡ 2an−1 (mod 3), za sve n > 1, tj.
a1 ≡ 1 (mod 3), a2 ≡ 2 (mod 3), a3 ≡ 1 (mod 3), a4 ≡ 2 (mod 3),
itd. Odavde iduktivno sledi a2k−1 ≡ 1 (mod 3) i a2k ≡ 2 (mod 3)
za svako k > 1. Kako je 2 004 ≡ 0 (mod 3), broj 2 004 nije ~lan datog
niza.

135. (IMO 1975) Neka je A zbir cifara broja 4 4444444, a B zbir

cifara broja A. Na}i zbir cifara broja B.

Re{ewe. Neka je C zbir cifara broja B. Kako je 4 4444444 <
10 0004444 broj cifara broja 4 4444444 nije ve}i od 4 · 4 444 < 20 000.
Zato je A < 9 · 20 000 = 180 000. Dakle, B 6 9 · 5 = 45, pa je C 6 12.
(Lako se vidi da je 39 broj, me|u brojevima 6 45, sa najve}im zbirom

cifara: 3 + 9 = 12.) Kako je 4 444 ≡ −2 (mod 9), imamo

4 4444444 ≡ (−2)4444 = (−2)3·1481+1 = (−8)1481 · (−2)

≡ 11481 · (−2) = −2 ≡ 7 (mod 9).

Po{to svaki broj i wegov zbir cifara daju isti ostatak pri deqewu

sa 9, imamo da je 4 4444444 ≡ A ≡ B ≡ C (mod 9), tj.

C 6 12 i C ≡ 7 (mod 9),

pa je C = 7.

136. Neka sum i n razli~iti 14-cifreni prirodni brojevi ~iji
dekadni zapisi sadr`e ta~no po dva puta svaku od cifara 1, 2, 3, 4,

5, 6 i 7. Da li je mogu}e da broj
m

n
bude ceo?
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Re{ewe. Prirodan broj k i zbir wegovih cifara S(k) daju isti
ostatak pri deqewu sa 9.

Pretpostavimo da je
m

n
= k ceo broj. Po{to je m ̸= n imamo

da je k > 2. Najve}i broj datog tipa je M = 77 665 544 332 211, a
najmawi je N = 11 223 344 556 677. Tada je

(∗) 77 665 544 332 211 > m = nk > k · 11 223 344 556 677

Zbir cifara brojevam i n je

2(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7) = 56 i 56 = 9 · 6 + 2.

Zato jem = 9u+2 i n = 9v+2, za neke prirodne brojeve u i v. Ali,
kako je m = kn, tada iz jednakosti 9u+ 2 = k · (9v + 2) dobijamo da
je 9(u− kv) = 2(k− 1), odakle sledi da 9 | k− 1. Po{to je k− 1 ̸= 0
imamo da je k > 10, {to je nemogu}e zbog nejednakosti (∗).

137. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je zbir cifara broja
n! jednak 9.

Re{ewe. Neka je zn zbir cifara broja n!. Primetimo da je broj
n! deqiv sa 9 ako i samo ako je n > 6, kao i da je:

6! = 720, z6 = 9;
7! = 5 040, z7 = 9;
8! = 40 320, z8 = 9;
9! = 362 880, z9 = z10 > 9.
Neka je n > 11 i n! = cmcm−1 . . . c1c0. Pretpostavimo da je

(∗) cm + cm−1 + · · ·+ c1 + c0 = 9.

Kako je n > 11, broj n! je deqiv sa 11, pa je

(∗∗) c0 − c1 + · · ·+ (−1)mcm = 11k, k ∈ Z.
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Kako je

−9 = −(c0 + c1 + · · ·+ cm) 6 c0 − c1 + · · ·+ (−1)mcm

= 11k 6 c0 + c1 + · · ·+ cm = 9,

sledi da je k = 0.
Sabiraju}i jednakosti (∗) i (∗∗) dobijamo 2(c0+c2+c4+. . . ) = 9.

Kontradikcija.

Tra`eni brojevi su 6, 7 i 8.

138. Koji je prvi broj u nizu:

3, 34, 343, 3 434, 34 343, 343 434, . . .

koji je deqiv sa 198?

Re{ewe.Po{to je 198 = 2 · 32 · 11, tra`eni broj mora biti deqiv
sa 2, pa se mora zavr{avati sa 4, tj. oblika je

343434 . . . 34︸ ︷︷ ︸
2k cifara

Da bi bio deqiv sa 9, zbir cifara mora da bude deqiv sa 9, tj.
3k + 4k = 7k mora biti deqiv sa 9, pa je k = 9ℓ. Pored toga, da

bi bio deqiv sa 11 razlika cifara na parnim i neparnim mestima

mora biti deqiva sa 11, tj. 4k − 3k = k mora biti deqivo sa 11,
pa je k = 11m. Najmawi broj koji zadovoqava navedene uslove je

k = 9 · 11 = 99, pa tra`eni broj ima 198 cifara i nalazi se na 198.
mestu u nizu.

139. Da li postoji prirodan broj koji se u dekadnom zapisu

zavr{ava sa 11, koji je deqiv sa 11 i ~iji je zbir cifara 11?

Re{ewe. Ne postoji. Pretpostavimo suprotno. Neka je

a2ka2k−1 . . . a2a111



124 TEORIJA BROJEVA

jedan takav broj, gde je a2k−1 ̸= 0, dok je mogu}e a2k = 0, k > 1. Iz
uslova zadatka i kriterijuma za deqivost sa 11 sledi

(1) (a1 + a3 + · · ·+ a2k−1) + (a2 + a4 + · · ·+ a2k) = 9

i

(a1 + a3 + · · ·+ a2k−1)− (a2 + a4 + · · ·+ a2k) = 11t ,

gde je t neki ceo broj. Apsolutna vrednost razlike dva prirodna

broja nije ve}a od wihovog zbira. Otuda je t = 0 i

(2) (a1 + a3 + · · ·+ a2k−1)− (a2 + a4 + · · ·+ a2k) = 0 .

Jednakosti (1) i (2) su kontradiktorne, jer su zbir i razlika dva cela

broja iste parnosti.

140. Dokazati da se iz svakog 2 005-cifrenog broja u ~ijem se

dekadnom zapisu pojavquju samo cifre 9 i 6, mo`e odstraniti jedna
cifra, tako da dobijeni 2 004-cifreni broj bude deqiv sa 11.

Re{ewe. Dokaza}emo op{tije tvr|ewe:

�Iz svakog (2n + 1)-cifrenog broja u ~ijem se dekadnom zapisu

pojavquju samo cifre a i b, mo`e se odstraniti jedna cifra, tako

da dobijeni 2n-cifreni broj bude deqiv sa 11.�
Ako neki broj sadr`i dve jednake susedne cifre, onda se wihovim

brisawem dobija broj koji daje isti ostatak pri deqewu sa 11 kao
i po~etni. Ovo sledi iz dobro poznatog tvr|ewa da broj daje isti

ostatak pri deqewu sa 11 kao i razlika zbirova wegovih cifara

koje stoje na neparnim i parnim mestima, tj.

anan−1 . . . a2a1a0 ≡ (a0 + a2 + · · · )− (a1 + a3 + · · · ) (mod 11) .

Neka jeA proizvoqan (2n+1)-cifren broj sastavqen iskqu~ivo
od cifara a i b. Ako A ima par jednakih susednih cifara, tada

wihovim brisawem dobijamo (2n − 1)-cifren broj A1, takav da je
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A ≡ A1 (mod 11). Na A1 primenimo istu operaciju koju ponavqa-

mo sve do pojave broja Ak koji nema jednakih susednih cifara. Ak

tako|e ima neparan broj cifara i oblika je aba . . . ba ili bab . . . ab.
Brisawem sredwe cifre u Ak, ozna~imo je sa x, dobijamo broj Ak−1

oblika ab . . . abba . . . ba ili ba . . . baab . . . ab. Ak−1 je o~igledno deqiv

sa 11.
Izvr{imo sad inverznu operaciju, tj. �vratimo natrag�, jedan

po jedan, parove izbrisanih jednakih cifara. O~igledno, svi tako

dobijeni brojevi deqivi su sa 11. U stvari, svaki se mo`e smatrati

da je nastao od nekogAi brisawem cifre x. Posledwi u nizu dobijen
je na taj na~in od A. Prema tome, u broju A treba odstraniti cifru

x.

141. Bez upotrebe kalkulatora odrediti cifre koje stoje umesto

zvezdica u izrazu

10910 = 23673 ∗ ∗67459211723401.

Re{ewe. Ozna~imo nepoznate cifre sa x i y:

10910 = 23673xy67459211723401.

Kako je

10910 − 1 = (9 · 12 + 1)10 − 1 = 9k

i

10910 − 1 = (11 · 10− 1)10 − 1 = 11ℓ,

broj 10910 − 1 je deqiv i sa 9 i sa 11. Iz deqivosti sa 9 sledi

da je x + y + 72 deqivo sa 9, a iz deqivosti sa 11 da je y − x − 8
deqivo sa 11. S obzirom na to da x, y ∈ {0, 1, . . . , 9} u obzir dolaze
slede}e mogu}nosti: x + y = 9 ili x + y = 18 i y − x − 8 = 0 ili
y − x− 8 = −11. Proverom se konstatuje da je jedino re{ewe x = 6
i y = 3.
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142. Poznato je da je

28! = 30488a344611713860501504b00000.

Odrediti cifre a i b.

Re{ewe. Broj 28! se zavr{ava sa (videti zadatke 83 i 84)[
28

5

]
+

[
28

52

]
+

[
28

53

]
+ · · · = 5 + 1 = 6

nula. Prema tome, b = 0.
Tako|e, 9 | 28!, pa 9 deli zbir cifara broja 28!, tj. 9 | 82 + a.

Po{to je a ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}, to je a = 8.

143. (JBMO 2004) Ako su prirodni brojevi x i y takvi da su

brojevi 3x + 4y i 4x + 3y potpuni kvadrati, dokazati da su i x i y
deqivi sa 7.

Re{ewe. Neka je:

(1) 3x+ 4y = m2, 4x+ 3y = n2.

Tada

(2) 7(x+ y) = m2 + n2 ⇒ 7 | m2 + n2.

Uzimaju}i m = 7k + r, r ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} dobijamo da su 0, 1, 2, 4
mogu}i ostaci pri deqewu kvadrata celog broja sa 7. Sada lako

zakqu~ujemo da je m2 + n2 ≡ 0 (mod 7) ako i samo ako su i m i n
deqivi sa 7, pa je tada

m2 + n2 ≡ 0 (mod 72),

tj. 7(x+ y) ≡ 0 (mod 72), odakle dobijamo

(3) x+ y ≡ 0 (mod 7).
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Daqe, iz (1) dobijamo da je x − y = n2 −m2 i kako je n2 −m2 ≡ 0
(mod 72), to je

(4) x− y ≡ 0 (mod 7).

Iz (3) i (4) sada imamo da je x + y = 7k i x − y = 7ℓ, gde su
k, ℓ ∈ N. Otuda je:

2x = 7(k + ℓ), 2y = 7(k − ℓ),

gde su k + ℓ i k − ℓ prirodni brojevi, pa 7 | 2x i 7 | 2y, odakle
kona~no dobijamo 7 | x i 7 | y.

144. Dokazati da 21 | a2 + b2 povla~i 441 | a2 + b2.

145. ( I selekciono takmi~ewe za JBMO, Rumunija 2003) Neka su

n1 < n2 < · · · < n31 prosti brojevi. Dokazati da ako 30 deli

n4
1 + n4

2 + · · · + n4
31, tada su me|u datim brojevima tri uzastopna

prosta broja.

Re{ewe.Ozna~imo S = n4
1+n4

2+ · · ·+n4
31 iA = {n1, n2, . . . , n31}.

Primetimo prvo da 2 ∈ A, jer bi u suprotnom svi brojevi ni,

i = 1, 2, . . . , 31 bili neparni, pa bi i S bio neparan broj, {to je

nemogu}e.

Daqe, 3 ∈ A, jer bi u suprotnom va`ilo ni ≡ ±1 (mod 3), tj.
n4
i ≡ 1 (mod 3) za sve i = 1, 2, . . . , 31, odakle bi sledilo S ≡ 31 ≡ 1

(mod 3), {to je nemogu}e.
Pokaza}emo jo{ da 5 ∈ A. Ako to ne bi bio slu~aj, tada bi bilo

ni ≡ ±1 (mod 5) ili ni ≡ ±2 (mod 5), pa bi za sve i = 1, 2, . . . , 31
va`ilo n4

i ≡ 1 (mod 5), odnosno S ≡ 31 ≡ 1 (mod 5), {to je

nemogu}e.

146. (BMO 1989) Neka su d1, d2, . . . , dk svi delioci prirodnog

broja n, takvi da je 1 = d1 < d2 < · · · < dk = n. Na}i sve brojeve n
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za koje je k > 4 i va`i

d21 + d22 + d23 + d24 = n.

Re{ewe. Prvo doka`imo da je n paran broj. Pretpostavimo

suprotno; neka je n neparan broj. Tada su svi delioci broja n
neparni, pa su zato d1, d2, d3, d4 neparni. Me|utim, tada je broj

n = d21 + d22 + d23 + d24 paran, {to je protivno polaznoj pretpostavci.
Kako je n paran broj, to je d2 = 2. Iz jednakosti

12 + 22 + d23 + d24 = n

sledi da je jedan od brojeva d3 i d4 paran, a drugi neparan. Razmo-

tri}emo dva slu~aja.

(1) d3 = 2a, a > 1. Kako je a delilac broja n mawi od d3, to je
a = 2. Dakle, d3 = 4. Kako je

n = 12 + 22 + 42 + d24 = 21 + d24,

to n nije deqivo sa 4 = d3 (kvadrati neparnih brojeva pri deqewu
sa 4 daju ostatak 1, a broj oblika 4k + 22 nije deqiv sa 4). Kon-

tradikcija!

(2) d4 = 2a, a > 1. Kako je a < d4 i a | n, to je a = d2 = 2 ili je

a = d3. U prvom slu~aju bi bilo

d4 = 4, d3 = 3 i n = 12 + 22 + 32 + 42 = 30.

Kako 4 - 30, ovaj slu~aj otpada. Preostaje da je a = d3. U tom slu~aju

imamo da je

n = 12 + 22 + d23 + 4d23 = 5(1 + d23).

Kako d3 | n i kako su brojevi d3 i 1+d23 uzajamno prosti, to je d3 = 5.
Sledi da je d4 = 10 i n = 12+22+52+102 = 130. Lako je proveriti
da su 1, 2, 5 i 10 ~etiri najmawa delioca broja 130.
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Dakle, jedini broj koji zadovoqava dati uslov je 130.

147. Svi mogu}i nizovi od po 7 cifara (od 0000000 do 9999999)
ispisani su jedan iza drugog u proizvoqnom poretku. Na taj na~in

dobijen je zapis nekog 70 000 000-cifrenog broja. Dokazati da je taj
broj deqiv sa 4 649.

Re{ewe. Primetimo prvo da je 4 649 | 9 999 999, i stoga 107 ≡ 1
(mod 4 649), a samim tim i 107k ≡ 1 (mod 4 649) za sve k > 1. Ako
dati 70 000 000-cifreni broj obele`imo sa n, bi}e

n ≡ 1·1+2·1+· · ·+9999 999·1 = 5 000 000·9 999 999 ≡ 0 (mod 4 649).

148. Stranice jedne kwige numerisane su brojevima od 1 do 100
na uobi~ajen na~in. Iz kwige je istrgnut izvestan broj listova i pri

tome se ispostavilo da zbir brojeva kojima su numerisane istrgnute

strane iznosi 4 949. Koliko listova je istrgnuto?

Re{ewe. Svaki list numerisan je brojevima 2n − 1 i 2n za neko

1 6 n 6 50. Wihov zbir je 4n− 1. Obele`imo sa k broj listova koji
su ostali. Tada je

(4n1 − 1) + (4n2 − 1) + · · ·+ (4nk − 1) = (1 + 2 + · · ·+ 100)− 4 949,

odnosno 4(n1 + n2 + · · ·+ nk)− k = 101.
S obzirom na to da je 101 ≡ 1 (mod 4), to je k ≡ 3 (mod 4).

Dakle, k ∈ {3, 7, 11, . . . , 97}. Kako je 4(n1+n2+ · · ·+nk)−k > 105 >
101 za k > 7, ostaje k = 3. To je mogu}e, jer je na primer zbir brojeva
kojima su numerisane stranice prvog, drugog i 23. lista, (1, 2), (3, 4),
(45, 46) upravo 101. Dakle, ostala su 3 lista, tj. istrgnuto je 47.

149. Na komandnoj tabli nalazi se 100 svetle}ih dugmadi ras-
pore|enih u obliku kvadrata 10 × 10. Pritiskom na jedno dugme

mewa se wegovo stawe kao i stawa svih dugmadi koja su sa wim u
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istoj vrsti ili u istoj koloni; upaqena se gase, a uga{ena se pale.

Na po~etku sva dugmad svetle. Koliki je minimalan broj pritisaka

potreban da bi se sva ugasila?

Re{ewe. Pretpostavimo da su odre|enim brojem pritisaka sva

dugmad uga{ena. Neka je pri tome pi,j puta pritisnuto dugme koje

se nalazi u i-toj vrsti i j-toj koloni; to dugme zva}emo (i, j)�dugme.
Obele`imo jo{ sa ri i cj ukupan broj pritisaka na dugmad i-te vrste,
odnosno j-te kolone. Ukupan broj promena stawa (i, j)�dugmeta iz-
nosi ri + cj − pi,j i taj broj je neparan jer je dugme uga{eno. Dakle

(1) ri + cj − pi,j ≡ 1 (mod 2) .

Sli~no je ri + ck − pi,k ≡ 1 (mod 2). Iz ove dve kongruencije sledi
cj − pij ≡ ck − pik (mod 2). Tako je:

cj − p1,j ≡ ck − p1,k (mod 2)
cj − p2,j ≡ ck − p2,k (mod 2)

...

cj − p10,j ≡ ck − p10,k (mod 2) .

Sabirawem ovih kongruencija i imaju}i u vidu da je

p1,j + p2,j + · · ·+ p10,j = cj i p1,k + p2,k + · · ·+ p10,k = ck

dobijamo 9cj ≡ 9ck (mod 2), odnosno cj ≡ ck (mod 2). Kada se to

uvrsti u gorwi sistem dobijamo pi,j ≡ pi,k (mod 2). To zna~i da su
za svu dugmad jedne vrste brojevi pritisaka iste parnosti. Sli~no

se pokazuje da isto va`i i za dugmad iste kolone, odakle sledi da su

brojevi pritisaka na svu dugmad table iste parnosti. Dakle, pi,j ≡ p
(mod 2) za svako i ∈ {1, 2, . . . , 10} i svako j ∈ {1, 2, . . . , 10}. Kada to
uvrstimo u (1) dobijamo 19p ≡ 1 (mod 2), odnosno p ≡ 1 (mod 2).
Dakle, svako dugme je neparan broj puta pritisnuto. Minimalan
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broj pritisaka je prema tome 100; svako dugme pritisnuto je ta~no
jedanput. Zaista, pri tome se stawe svakog dugmeta promeni 19 puta.

150. Kvadratna tablica 3×3popuwena je brojevima kao na slici:

1 2 3
4 5 6
7 8 9

.

Tablica se mo`e transformisati u novu tako {to se dva broja iz su-

sednih poqa umawe za vrednost maweg od ta dva broja, dok se ostali

brojevi ne mewaju. Da li se ovakvim transformacijama mo`e dobiti

tablica popuwena nulama?

Re{ewe. Opisanom transformacijom parnost zbira svih eleme-

nata se ne mewa. Kako je taj zbir u po~etku 45, on nikada ne mo`e

postati nula.

151. (^e{ko-slova~ka matemati~ka olimpijada � prva runda,

2003) U jednom koraku trojku (p, q, r) celih brojeva mo`emo zameniti
trojkom (r+5q, 3r−5p, 2q−3p). Na}i, ako postoji, ceo broj k, takav
da se iz trojke (1, 3, 7) posle kona~no mnogo koraka dobije trojka

(k, k + 1, k + 2).

Re{ewe. Sabiraju}i brojeve u novodobijenoj trojci imamo

(r+5q)+(3r−5p)+(2q−3p) = 4r+7q−8p = 3(r+2q−3p)+(p+q+r).

Ovaj broj daje isti ostatak pri deqewu sa 3 kao i broj p + q + r, tj.
ostatak pri deqewu sa 3 zbira elemenata ure|ene trojke je invari-
jantan. Zbir elemenata trojke (1, 3, 7) daje ostatak 2 pri deqewu sa
3, dok je zbir tri uzastopna cela broja deqiv sa 3. Prema tome, od
trojke (1, 3, 7) opisanim postupkom ne mo`e se dobiti trojka u kojoj

su tri uzastopna cela broja.
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152. U tablici 10× 10

0 1 2 . . . 9
9 0 1 . . . 8
8 9 0 . . . 7
. . . . . . . . . . . . . . .

1 2 3 . . . 0

zaokru`eno je 10 elemenata, u svakoj vrsti i koloni po jedan. Doka-
zati da su me|u wima barem dva jednaka.

Re{ewe. Primetimo da je u tablici svaki broj kongruentan po

modulu 10 sa zbirom prvog broja u wegovoj vrsti i prvog broja u

wegovoj koloni. Dakle, zbir zaokru`enih elemenata je po modulu 10
kongruentan sa

(0 + 1 + · · ·+ 9) + (0 + 9 + 8 + · · ·+ 1) = 90 ≡ 0 (mod 10).

Me|utim, ako bi svi elementi bili razli~iti, taj zbir bi bio

0 + 1 + · · ·+ 9 = 45 ≡ 5 (mod 10).

153. Neka je {a1, a2, . . . , am} potpuni sistem ostataka po modulu

m, {b1, b2, . . . , bn} potpuni sistem ostataka po modulu n i (m,n) = 1.
Dokazati da je skup {ain + bjm | i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n}
potpuni sistem ostataka po modulu mn.

Re{ewe. Ako bi bilo ain + bjm ≡ aνn + bµm (mod mn), tada
bi va`ilo ain ≡ aνn (mod m), odnosno ai ≡ aν (mod m) (jer je

(m,n) = 1), tj. da je i = ν. Sli~no se dobija da je j = µ. Zna~i, ne
postoji par elemenata posmatranog skupa koji su me|usobno kongru-

entni po modulumn, pa, prema tome, ovaj skup ~ini potpuni sistem
ostataka po modulumn.
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154. Neka je {a1, a2, . . . , aφ(m)} svedeni sistem ostataka po modulu
m, {b1, b2, . . . , bφ(n)} svedeni sistem ostataka po modulu n i (m,n) =
1. Dokazati da je skup

S = {ain+ bjm | i = 1, 2, . . . , φ(m), j = 1, 2, . . . , φ(n)}

svedeni sistem ostataka po modulu mn.

Re{ewe. Iz zadatka 153 sledi da ne postoji par brojeva iz skupa

S koji su me|usobno kongruentni po modulumn.
Kako je (ain + bjm,m) = (ain,m) i (ai,m) = (n,m) = 1 to je

(ain + bjm,m) = 1. Sli~no se dobija i (ain + bjm,n) = 1. Zato je
(ain+ bjm,mn) = 1.

Neka je N uzajamno prost samn. Kako sum i n uzajamno prosti,

postoje celi brojevi a i b takvi da jeN = an+bm. Kako (a, b) | N , to

je (a,m) = 1. Zato je a kongruentno po modulum jednom od elemenata

svedenog sistema ostataka po modulu m, npr. a = ai + kim. Sli~no

je i b = bj + ℓjn, pa je

N = (ai + kim)n+ (bj + ℓjn)m ≡ ain+ bjm (mod mn).

Kako je svaki element relativno prost samn kongruentan po modulu
mn jednom elementu skupa S, to je S svedeni sistem ostataka po

modulumn.

155. Re{iti jedna~inu φ(n) = 3 600, ako su 3, 5 i 7 jedini prosti
faktori broja n.

Re{ewe. Neka je n = 3x · 5y · 7z. Tada je

3 600 = φ(n) = 3x−1 · 5y−1 · 7z−1 · (3− 1) · (5− 1) · (7− 1)

= 3x−1 · 5y−1 · 7z−1 · 2 · 4 · 6,

odnosno 3x−1 · 5y−1 · 7z−1 = 3 · 52, pa je x = 2, y = 3 i z = 1. Tada je
n = 32 · 53 · 7 = 7 875.
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156. Na}i ostatak pri deqewu broja 317259 sa 15.

Re{ewe. Kako je 317 = 21 · 15 + 2, bi}e 317259 ≡ 2259 (mod 15).
Prema Ojlerovoj teoremi je 2φ(15) ≡ 1 (mod 15), pa zbog φ(15) = 8,
sledi da je 28 ≡ 1 (mod 15). Kako je 259 = 32 · 8 + 3, to je 2259 =
(28)32 · 23 ≡ 8 (mod 15).

157. Neka je (a,m) = 1 i b ≡ c (mod φ(m)). Dokazati da je tada
ab ≡ ac (mod m).

Re{ewe. Na osnovu Ojlerove teoreme je aφ(m) ≡ 1 (mod m).
Prema uslovu zadatka je b = c+ q · φ(m) za neki ceo broj q. Zato je
ac+q·φ(m) ≡ ac (mod m), tj. ab ≡ ac (mod m).

158. (Zimsko matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 1997, 11. razred)

Na}i sve prirodne brojevem,n > 2 takve da je

1 +m3n +m2·3n

n

ceo broj.

Re{ewe. Neka m i n zadovoqavaju uslove zadatka. Tada je n
neparan broj i (m,n) = 1. Ako je n = 3, tada je m ≡ 1 (mod 3), jer
bi u slu~ajum ≡ −1 (mod 3) imali

1 +m3n +m2·3n ≡ 1− 1 + 1 ≡ 1 (mod 3).

Neka je sada n > 3. Tada va`i m3n ̸≡ 1 (mod n) jer bi u suprot-
nom sledilo 1 +m3n +m2·3n ≡ 3 (mod n), tj. n | 3. Po{to je

1 +m3n +m2·3n =
m3n+1 − 1

m3n − 1
,

to je m3n+1 ≡ 1 (mod n). Neka je k najmawi prirodan broj takav da
je mk ≡ 1 (mod n). Tada k | 3n+1 i k - 3n, pa je k = 3n+1. Kako je



4. KONGRUENCIJE 135

(m,n) = 1 na osnovu Ojlerove teoreme je mφ(n) ≡ 1 (mod n), pa je
k 6 φ(n). Prema tome, 3n+1 6 φ(n) 6 n− 1, {to je nemogu}e.

Dakle, tra`eni brojevi su n = 3 i svi brojevi m > 4 takvi da je
m ≡ 1 (mod 3).

159. (Uop{tena Ojlerova funkcija) Neka je L : N→ N funkcija

definisana na slede}i na~in: L(1) = 1, a zam > 1

L(m) =
[
pα1−1
1 (p1 − 1) , pα2−1

2 (p2 − 1) , . . . , pαk−1
k (pk − 1)

]
,

pri ~emu jem = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k kanonska faktorizacija brojam.

1) Na}i L(360), L(525), L(222 301).
2) Ako je (a,m) = 1, dokazati da je aL(m) ≡ 1 (mod m).

Re{ewe: 1) L(360) = L(23 · 32 · 5) = [4, 6, 4] = 12;
L(525) = L(3 · 52 · 7) = [2, 20, 6] = 60;
L(222 301) = L(31 · 71 · 101) = [30, 70, 100] = 2 100.
2) Neka je m = pα1

1 pα2
2 · · · p

αk
k kanonska faktorizacija broja m.

Tada je prema Ojlerovoj teoremi

ap
αi−1
i (pi−1) ≡ 1 (mod pαi

i ), i = 1, 2, . . . , k.

Po{to pαi−1
i (pi − 1) | L(m) imamo da je aL(m) ≡ 1 (mod pαi

i ), za sve i
iz {1, 2, . . . , k}, pa je

aL(m) ≡ 1 (mod [pα1
1 , pα2

2 , . . . , pαk
k ]),

tj. aL(m) ≡ 1 (mod m).
Na primer, kako je L(546) = L(2 · 3 · 7 · 13) = [1, 2, 6, 12] = 12 i

(5, 546) = 1, imamo da je

512 = 6253 ≡ 793 ≡ 1 (mod 546).

160. Ako je (a, 65) = 1 i (b, 65) = 1, dokazati da je a12−b12 deqivo
sa 65.
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Re{ewe: 65 = 13 · 5 i (5, 13) = 1.

Zbog (a, 65) = (b, 65) = 1 va`i 13 - a, 13 - b, pa na osnovu Male

Fermaove teoreme sledi da je a12 ≡ 1 (mod 13) i b12 ≡ 1 (mod 13),
tj. a12 ≡ b12 (mod 13). Analogno se dokazuje da je i a12 ≡ b12

(mod 5), pa je a12 ≡ b12 (mod 65).

161. Dokazati da je za svaki prirodan broj n i svaki prost broj

p, broj 1 +

p−1∑
k=1

kn(p−1) deqiv sa p.

Re{ewe. Za svako k ∈ {1, 2, . . . , p− 1}, pri ~emu je p prost broj, je
(k, p) = 1, pa je, prema Maloj Fermaovoj teoremi kp−1 ≡ 1 (mod p),
pa i za svako n ∈ N, kn(p−1) ≡ 1 (mod p).

Dakle,

p−1∑
k=1

kn(p−1) ≡ p−1 (mod p), tj. 1+

p−1∑
k=1

kn(p−1) ≡ 0 (mod p).

162. Ako su p, q razli~iti prosti brojevi, dokazati da je

pq−1 + qp−1 ≡ 1 (mod pq).

Re{ewe. Prema Maloj Fermaovoj teoremi je

pq−1 ≡ 1 (mod q) i qp−1 ≡ 1 (mod p),

jer je (p, q) = 1.

Dakle, p | qp−1 − 1, pa i p | pq−1 + qp−1 − 1; i q | pq−1 − 1, pa i
q | pq−1 + qp−1 − 1. Kako je (p, q) = 1, to pq | pq−1 + qp−1 − 1.

163. Pokazati da je 2n−1 ≡ 1 (mod n) za n = 73 · 37.

Re{ewe. Na osnovu Male Fermaove teoreme je

272 ≡ 1 (mod 73) i 236 ≡ 1 (mod 37),
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pa je i 272 = (236)
2 ≡ 12 ≡ 1 (mod 37). Sada je 272 ≡ 1 (mod [73, 37]),

tj. 272 ≡ 1 (mod 73 · 37), pa je i 272·37 ≡ 137 (mod 73 · 37).

2n−1 = 273·37−1 = 272·37+37−1 = 272·37 · 236 ≡ 236 ≡ 1 (mod 37 · 73),

jer je 236 = (29)
4 ≡ 1 (mod 73).

164. Odrediti, ako postoji, prost broj p takav da p2 | 5p2 + 1.

Re{ewe. Ako pretpostavimo da postoji prost broj p koji zadovo-
qava tra`eni uslov, tada prema Maloj Fermaovoj teoremi imamo

5p ≡ 5 (mod p), a odatle i 5p
2 ≡ 5p (mod p), pa je

5p
2 ≡ 5p ≡ 5 (mod p)

i

5p
2

+ 1 ≡ 6 (mod p).

S druge strane, iz uslova p2 | 5p2 + 1, sledi da

5p
2

+ 1 ≡ 0 (mod p).

Dakle, 6 ≡ 0 (mod p), pa p ∈ {2, 3}.
Za p = 2 imamo da je

54 + 1 = 626 ≡ 2 (mod 4),

pa 2 ne zadovoqava uslov zadatka.
Za p = 3 imamo

59 + 1 = 1 953 126 = 9 · 217 014 ≡ 0 (mod 9),

pa je 3 jedini prost broj koji zadovoqava uslov zadatka.

165. Neka su a i b prirodni brojevi uzajamno prosti sa c i b ̸= 1.
Dokazati da postoji prirodan broj n takav da abn+c nije prost broj.
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Re{ewe. Neka je An = abn + c, n ∈ N, niz prirodnih brojeva.
O~igledno je An = ab (bn−1 − 1) + ab+ c.
Ako je |ab+ c| > 1, postoji prost broj p takav da p | ab+ c. Kako

je (a, c) = 1 i (b, c) = 1, imamo da je (ab, c) = 1, tj. (p, b) = 1, pa prema
Maloj Fermaovoj teoremi p | bp−1 − 1. Dakle, p | Ap.

Ako je |ab+ c| = 1, tj. ab+ c = d, d ∈ {−1, 1}, imamo da je

An+2 = ab3(bn−1 − 1) + ab(b2 − 1) + d.

Tada je ab(b2 − 1) + d > 1, pa postoji prost broj p takav da

p | ab(b2 − 1) + d, tj. p | ab3 + c.

Kako je (ab3, c) = 1, to p - b, pa prema maloj Fermaovoj teoremi

p | bp−1 − 1, tj. p | Ap+2.

166. Dokazati da za svaki prost broj p i svaki ceo broj a koji

nije deqiv sa p va`i

ap + (p− 1)! a ≡ 0 (mod p).

Re{ewe. Na osnovu Male Fermaove teoreme je ap−1 ≡ 1 (mod p),
pa je ap ≡ a (mod p).

Na osnovu Vilsonove teoreme je (p − 1)! ≡ −1 (mod p), odakle
sledi (p− 1)! a ≡ −a (mod p).

Sada se jednostavno dobija ap+(p−1)! a ≡ a+(−a) ≡ 0 (mod p).

167. Neka su p i q uzajamno prosti prirodni brojevi, pri ~emu je
q > 1 i neparan. Dokazati da postoje prirodni brojevi n i k takvi

da je
p

q
=

n

2k − 1
.

Re{ewe.Kako je (q, 2) = 1 to je na osnovuMaleFermaove teoreme

2q−1 ≡ 1 (mod q). Tada postoji n′ ∈ N takav da je 2q−1 − 1 = n′ · q.
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Odavde je q =
2q−1 − 1

n′ . Sada je

p

q
=

pn′

2q−1 − 1
=

n

2k − 1
, n = pn′, k = q − 1.

168. (Savezno takmi~ewe 1969, IV razred) Ako je p ̸= 2 prost

broj i a ceo broj koji nije deqiv sa p, onda je jedan i samo jedan od
brojeva

A = a1+2+···+(p−1) + 1, B = a1+2+···+(p−1) − 1

deqiv sa p. Dokazati.

Re{ewe. Va`i A−B = 2 i A ·B = (ap)p−1 − 1. Kako broj A−B
nije deqiv sa p (jer je p prost broj ve}i od 2), to nisu oba broja A i

B deqiva sa p. Broj A · B je deqiv sa p na osnovu Male Fermaove

teoreme. Zato je ta~no jedan od brojeva A i B deqiv sa p.

169. Dokazati da za svaki prirodan broj n va`i

24·5
n−1 ≡ 1 (mod 5n).

Re{ewe. Kako je φ(5n) = 4 · 5n−1 i kako su brojevi 2 i 5n uzajamno
prosti to je na osnovu Ojlerove teoreme

2φ(5
n) = 24·5

n−1 ≡ 1 (mod 5n).

170. Dokazati da su za proizvoqan prirodan broj k posledwih
2k cifara broja 24·5

2k−1+2k − 22k nule.

Re{ewe. Na osnovu zadatka 169, za n = 2k, sledi da

52k | 24·52k−1 − 1, tj. 102k | 22k
(
24·5

2k−1 − 1
)
,
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odakle direktno sledi tvr|ewe.

171. Dokazati da za proizvoqanprirodanbroj k, postoji priro-
dan broj n, takav da se u dekadnom zapisu broja 2n pojavquje k uza-

stopnih nula.

Re{ewe. Neka je cr−1cr−2 . . . c1c0 dekadni zapis broja 2
2k. Tada je

o~igledno r 6 k. S obzirom na to i zadatak 170, broj 24·5
2k−1+2k se

zavr{ava nizom od slede}ih 2k cifara

. . . 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2k−r

cr−1cr−2 . . . c1c0,

pri ~emu je 2k − r > k.

172. Dokazati da je broj 0, 1248163264128 . . . iracionalan. (Iza
decimalne zapete ispisani su redom stepeni dvojke.)

Re{ewe. Ako bi broj 0, 1248163264128 . . . bio racionalan, onda
bi wegov dekadni zapis bio periodi~an. Me|utim, prema zadatku

171, za svaki prirodan broj n u tom dekadnom zapisu se mo`e na}i

n uzastopnih nula, pa bi se perioda sastojala od samih nula, {to je

o~igledna kontradikcija.

173. Ako su p i q uzajamno prosti prirodni brojevi i p > 2, tada

u nizu

(
pn

qn+ 1

)
ima beskona~no mnogo celih brojeva. Dokazati.

Re{ewe. Kako je (p, q) = 1, tada je (pk, q) = 1 za sve k ∈ N. Na

osnovu Ojlerove teoreme je
(
pk
)φ(q) ≡ 1 (mod q), tj. q | pkφ(q) − 1.

Neka je nk =
pkφ(q) − 1

q
. Tada va`i

pnk

qnk + 1
=

pnk

pkφ(q)
= pnk−kφ(q).
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Za p > 2 i dovoqno velike k va`i nk > kφ(q), pa sledi tvr|ewe

zadatka.

174. Neka je p prost broj. Svaki primitivan koren po modulu

pα, α ∈ N, je primitivan koren i po modulu p. Dokazati.

Re{ewe. Pretpostavimo da a nije primitivan koren po modulu

p. Tada postoji prirodan broj t takav da je, 1 6 t < p − 1 i va`i

at ≡ 1 (mod p), tj. at = 1 + pq, za neki q. Prema binomnoj formuli
imamo da je

atp
α−1

= (1 + pq)p
α−1

= 1 + pα−1pq +
pα−1(pα−1 − 1)

1 · 2
(pq)2 + · · ·

≡ 1 (mod pα),

pri ~emu je tpα−1 < pα−1(p − 1) = φ (pα), pa broj a nije primitivan
koren po modulu pα.

175. Neka je p prost broj i α > 2. Ako je a primitivan koren po
modulu p i va`i

ap
α−2(p−1) ̸≡ 1 (mod pα),

dokazati da je a primitivan koren po modulu pα.

Re{ewe. Neka je t poredak broja a po modulu pα. Tada je at ≡ 1
(mod pα) i t | pα−1(p − 1) = φ (pα). Po{to je at ≡ 1 (mod p) i a je
primitivan koren po modulu p (tj. p− 1 je wegov poredak po modulu
p) imamo da p−1 | t, tj. t = (p−1)q, za neki q, pa (p−1)q | pα−1(p−1).
Dakle, q | pα−1, tj. q = pβ , 0 6 β 6 α− 1, pa je

(∗) ap
β(p−1) ≡ 1 (mod p), 0 6 β 6 α− 1.

Ako bi bilo 0 6 β 6 α−2, stepenovawem kongruencije (∗) sa pα−2−β ,

dobili bismo

ap
α−2(p−1) ≡ 1 (mod p),
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suprotno pretpostavci zadatka. Dakle, β = α− 1, pa je

t = pα−1(p− 1) = φ (pα) .

176. Neka je p neparan prost broj. Ako je a primitivan koren po
modulu p, dokazati da je bar jedan od brojeva a i a + p primitivan
koren po modulu p2.

177. (Korejska matemati~ka olimpijada, 2003) Neka jem priro-

dan broj. Dokazati da ako 2m+1 + 1 deli 32
m
+ 1, tada je 2m+1 + 1

prost broj?

Re{ewe. Neka je q = 2m+1 + 1. Tada iz datog uslova sledi

(∗) 32
m ≡ −1 (mod q),

odakle sledi da je (3, q) = 1. Kvadrirawem obe strane kongruencije

(∗) dobijamo 32
m+1 ≡ 1 (mod q), odakle sledi da je poredak broja 3

po modulu q delilac od 2m+1 = q − 1. Prema tome, poredak broja 3
po modulu q je oblika 2r, za neki prirodan broj r 6 m + 1. Ako bi
bilo r 6 m tada bi va`ilo 32

m ≡ 1 (mod q), {to je kontradikcija
sa (∗). Dakle, r = m+ 1.

S druge strane, prema Ojlerovoj teoremi, poredak broja 3 po

modulu q je delilac broja φ(q). Tako 2m+1 = q− 1 deli φ(q). Po{to
je φ(q) 6 q − 1, to je φ(q) = q − 1, pa je broj q prost.

178. (a) Odrediti najve}i zajedni~ki delilac brojeva 2 002! + 1
i 2 003!.

(b) Dokazati da su brojevi 2 003! + 1 i 2 004! uzajamno prosti.

Re{ewe. (a) Za svaki prost broj p < 2 003 va`i p | 2 002!, pa prema
tome p - 2 002! + 1 (jer je (2 002! + 1, 2 002!) = 1). Kako 2 003! nema
prostih delilaca ve}ih od 2 003, i kako prema Vilsonovoj teoremi
2 003 | 2 002! + 1, to je (2 002! + 1, 2 003!) = 2 003.
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(b) Analogno delu (a), za proste brojeve p < 2 004 ne mo`e va`iti
p | 2 003! + 1. Me|utim, broj 2 004! nema prostih delilaca ve}ih od
2 003, pa je uzajamno prost sa 2 003! + 1.

179. Ako je p prost broj, dokazati da p3 | (p!)2 − p2.

Re{ewe. Tvr|ewe sledi iz

(p!)2 − p2 = (p!− p)(p! + p) = p2 ((p− 1)!− 1) ((p− 1)! + 1)

i p | (p− 1)! + 1.

180. Ako je p neparan prost broj, dokazati:

12 · 32 · 52 · . . . · (p− 2)2 ≡ (−1)
p+1
2 (mod p),

22 · 42 · 62 · . . . · (p− 1)2 ≡ (−1)
p+1
2 (mod p).

Re{ewe. Na osnovu Vilsonove teoreme je

(∗) 1 · 2 · 3 · . . . · (p− 1) = (p− 1)! ≡ −1 (mod p).

Daqe, za svako i = 0,±1,±2, . . . va`i

(∗∗) i ≡ −(p− i) (mod p).

Zamenimo
p− 1

2
parnih brojeva na levoj strani kongruencije (∗)

wima kongruentnim brojevima koji se dobijaju iz kongruencije (∗∗)
za i = 2, 4, . . . , p− 1. Dobijamo

12 · 32 · 52 · . . . · (p− 2)2(−1)
p−1
2 ≡ (−1) (mod p),

tj.

12 · 32 · 52 · . . . · (p− 2)2 ≡ (−1)
p+1
2 (mod p).



144 TEORIJA BROJEVA

Analogno se dobija i druga kongruencija.

181. Dokazati da je prirodan broj p > 2 prost ako i samo ako je
(p− 2)!− 1 ≡ 0 (mod p).

Re{ewe. Primenom Vilsonove teoreme dobijamo

(p− 1)! + 1 = (p− 2)!(p− 1) + 1 = (p− 2)!p− ((p− 2)!− 1)
≡ 0 (mod p),

odakle je (p− 2)!− 1 ≡ 0 (mod p).

182. Dokazati da je prirodan broj n prost ako i samo ako n | N ,

gde je N =
n−3∑
k=1

k · k!.

Re{ewe. Kako je k · k! = (k + 1)k!− k! = (k + 1)!− k!, to je

N = 1 · 1! + 2 · 2! + · · ·+ (n− 3)(n− 3)!

= (2!− 1!) + (3!− 2!) + · · ·+ ((n− 2)!− (n− 3)!)

= (n− 2)!− 1.

Mno`ewem prethodne jednakosti sa n − 1 i dodavawem obema stra-

nama jednakosti n, dobijamo

(n− 1)N + n = (n− 1)! + 1.

Na osnovu Vilsonove teoreme, broj n je prost ako i samo ako n | N
jer je (n, n− 1) = 1.

183. Na}i najmawi prirodan broj x za koji je x ≡ 5 (mod 7),
x ≡ 7 (mod 11), x ≡ 3 (mod 13).

Re{ewe. Kako su 7, 11 i 13 uzajamno prosti po parovima, zadovo-
qeni su uslovi Kineske teoreme o ostacima. Ovde je a1 = 5, a2 = 7,
a3 = 3;m1 = 7,m2 = 11,m3 = 13;m = 7 · 11 · 13 = 1 001.
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m

mj

je ceo broj i

(
m

mj

,mj

)
= 1 za j = 1, 2, 3.

m

m1

= 143,
m

m2

= 91 i
m

m3

= 77.

p Napomena. Ako je (a,m) = 1, a,m ∈ N, kongruencija ax ≡ b
(mod m) uvek ima re{ewe. Re{ewe je x = b · aφ(m)−1. Naime, na

osnovu Ojlerove teoreme je

ax− b = a · b · aφ(m)−1 − b = b
(
aφ(m) − 1

)
≡ 0 (mod m).

y
Prema tome, za sve j = 1, 2, 3 postoje celi brojevi bj takvi da je

m

mj

· bj ≡ 1 (mod mj). Jasno je da va`i
m

mj

· bj ≡ 0 (mod mi) za i ̸= j.

Odredimo b1, b2, b3 u na{em slu~aju.

(i) 143b1 ≡ 1 (mod 7), tj. 3b1 ≡ 1 (mod 7), pa je

b1 ≡ 3φ(7)−1 ≡ 36−1 ≡ 243 ≡ 5 (mod 7).

(ii) 91b2 ≡ 1 (mod 11), tj. 3b2 ≡ 1 (mod 11), pa je

b2 ≡ 3φ(11)−1 ≡ 310−1 ≡
(
33
)3 ≡ 53 ≡ 4 (mod 11).

(iii) 77b3 ≡ 1 (mod 13), tj. −b3 ≡ 1 (mod 13), pa je

b3 ≡ −1 (mod 13).

Neka je x0 =
3∑

j=1

m

mj

bjaj . Tada je

x0 ≡
m

mi

biai ≡ ai (mod mi), i = 1, 2, 3,
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pa x0 jeste re{ewe datog sistema kongruencija.

x0 = 143 · 5 · 5 + 91 · 4 · 7 + 77 · (−1) · 3 = 5 892 = 5 · 1 001 + 887,

pa je 887 najmawi prirodan broj koji zadovoqava dati sistem kon-

gruencija.

184. Dokazati da postoji k uzastopnih prirodnih brojeva od

kojih je svaki deqiv sa kvadratom prirodnog broja ve}eg od 1.

Re{ewe. Neka su p1, p2, . . . , pk razli~iti prosti brojevi. Po Ki-
neskoj teoremi o ostacima sistem

x ≡ −1 (mod p21), x ≡ −2 (mod p22), . . . , x ≡ −k (mod p2k)

ima re{ewe. Ovo zna~i da brojevi x+1, x+2, . . . , x+k imaju tra`enu
osobinu. Naime x+ i je deqiv sa p2i za i = 1, 2, . . . , k.

185. (a) Neka su a1, a2, . . . , an, n ∈ N, razli~iti uzajamno prosti u
parovima prirodni brojevi. Dokazati da postoji beskona~no mnogo

prirodnih brojeva b takvih da su b + a1, b + a2, . . . , b + an tako|e

uzajamno prosti u parovima.

(b) Dato je n razli~itih prirodnih brojeva a1, a2, . . . , an. Za sva-
ki prost broj p ozna~imo sa ri(p) ostatak koji se dobija pri deqewu
broja ai, i = 1, 2, . . . , n, sa p. Dokazati da postoji beskona~no mnogo
celih brojeva b takvih da su b+ a1, b+ a2, . . . , b+ an uzajamno prosti
u parovima ako va`i slede}i uslov: Za svaki prost broj p bar jedan
element skupa {0, 1, . . . , p− 1} se ne pojavquje vi{e od jedanput me|u
ostacima r1(p), r2(p), . . . , rn(p).

Re{ewe. (a) Neka je

P =
n∏

i,j=1
i̸=j

|ai − aj|.
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Posmatrajmo beskona~an skup {P, 2P, 3P, . . . }. Poka`imo da su bro-
jevi a1 + kP, a2 + kP, . . . , an + kP uzajamno prosti u parovima za

svaki prirodan broj k. Pretpostavimo suprotno. Tada za neke

i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i ̸= j, brojevi ai + kP i aj + kP imaju zajedni~ki

delilac d > 1. Odavde sledi da je ai − aj = (ai + kP ) − (aj + kP )
deqivo sa d, tj. da je P deqivo sa d. Me|utim, ako su i ai + kP i

P deqivi sa d tada d | ai. Sli~no, ako d | aj + kP i d | P , tada
d | aj . Dakle, d > 1 je zajedni~ki delilac brojeva ai i aj suprotno
pretpostavci da su ovi brojevi uzajamno prosti. Dakle, za svako

k ∈ N brojevi ai+kP , i = 1, 2, . . . , n, su uzajamno prosti u parovima.
(b) Ozna~imo sa d razliku izme|u najve}eg i najmaweg od brojeva

a1, a2, . . . , an. Pretpostavimo da va`i zadati uslov. Posmatrajmo

sve proste brojeve p 6 d. Za svaki takav p neka je rp element skupa
{0, 1, . . . , p−1} koji se pojavquje ne vi{e od jedanput me|u brojevima
r1(p), r2(p), . . . , rn(p). Neka je

r∗p =

{
p− rp, rp > 0

0, rp = 0.

Po{to su razli~iti prosti brojevi uzajamno prosti, prema Ki-

neskoj teoremi o ostacima sledi da postoji ceo broj b takav da su
kongruencije

b ≡ r∗p (mod p)

zadovoqene za sve proste brojeve p 6 d.
Doka`imo da su brojevi a1 + b, a2 + b, . . . , an + b uzajamno prosti

u parovima. Pretpostavimo da ai+ b i aj + b imaju zajedni~ki prost
faktor p, za neke i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i ̸= j. Razlikujemo slede}e

slu~ajeve:

(1) p > d. U ovom slu~aju iz

ai + b ≡ 0 (mod p) i aj + b ≡ 0 (mod p)

sledi da p | ai − aj , tj. da je |ai − aj| > p, {to je u kontradikciji sa
p > d > |ai − aj|.
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(2) p 6 d. U ovom slu~aju imamo da je

ai+b = (mp+ri(p))+(np+r∗p) i aj+b = (ℓp+rj(p))+(np+r∗p),

gde sum,n, ℓ neki celi brojevi.
Pretpostavimo da je r∗p = p − rp. Tada je broj ai + b deqiv sa p

samo ako je ri(p)− rp deqiv sa p, tj. ako je ri(p) = rp. Sli~no, aj + b
je deqivo sa p ako je rj(p) = rp. Me|utim, ostatak rp pojavquje se
najvi{e jedanput u skupu ostataka {r1(p), r2(p), . . . , rn(p)}. Kontra-
dikcija.

Ako je r∗p = 0, tada su oba broja ri(p) i rj(p) deqiva sa p. Ovo nas
dovodi do jednakosti ri(p) = rj(p) = 0 = rp, {to nas ponovo dovodi
do kontradikcije sa izborom broja rp.

Dakle, brojevi a1 + b, a2 + b, . . . , an + b su uzajamno prosti u

parovima.

Neka je

P ∗ =
n∏

i,j=1
i ̸=j

|(ai + b)− (aj + b)|.

Prema delu zadatka (a) brojevi:

a1 + b+ kP ∗, a2 + b+ kP ∗, . . . , an + b+ kP ∗

su uzajamno prosti u parovima.

186. Dokazati da je broj a = (cn . . . c1c0)12 deqiv sa 9, ako i samo
ako je wegov dvocifren zavr{etak (c1c0)12 deqiv sa 9.

187. Koriste}i Paskalov metod izvesti kriterijum deqivosti

sa 11b broja zapisanog u brojevnom sistemu sa osnovom b, b > 1.

188. Koriste}i Paskalov metod izvesti kriterijum deqivosti

sa 6 broja zapisanog u brojevnom sistemu sa osnovom 7.
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189. Koriste}i Paskalov metod izvesti kriterijum deqivosti

sa 37 broja zapisanog u brojevnom sistemu sa osnovom 1 000.

190. Dokazati da je broj a = (3630)p deqiv sa 7 ako i samo ako je
p oblika 7k ili 7k + 6, k ∈ N.



5. Diofantove jedna~ine

5.1. Linearne Diofantove jedna~ine

TEOREMA 5.1. Linearna Diofantova jedna~ina ax + by = c ima re-

{ewa ako i samo ako (a, b) | c. U tom slu~aju sva re{ewa (ima ih

beskona~no mnogo) date jedna~ine su:

x =
c

(a, b)
x0 +

b

(a, b)
t, y =

c

(a, b)
y0 −

a

(a, b)
t (t ∈ Z),

gde je ure|eni par (x0, y0) jedno re{ewe jedna~ine ax+ by = (a, b), koje
se mo`e odrediti, npr. Euklidovim algoritmom.

DOKAZ. Neka je d = (a, b). Ako d - c, onda je leva strana jedna~ine
ax+ by = c deqiva sa d, a desna nije, pa jedna~ina nema re{ewe.

Jedna~ina ax + by = d uvek ima re{ewe u skupu celih brojeva,

koje se mo`e dobiti npr. Euklidovim algoritmom.

Ako d | c, tada jedna~ina ax+ by = c ima re{ewe x1 =
c

d
x0, y1 =

c

d
y0, gde je par (x0, y0) re{ewe jedna~ine ax+ by = d. Me|utim, u tom

slu~aju jedna~ina ima beskona~no mnogo re{ewa. Pretpostavimo da

je (u, v) proizvoqno re{ewe jedna~ine ax+ by = c. Tada je

ax1 + by1 = au+ bv,

odakle je
a

d
(u− x1) =

b

d
(y1 − v).
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Kako je d = (a, b), to je

(
a

d
,
b

d

)
= 1, pa

b

d
| u− x1 i

a

d
| y1 − v,

odakle je

u = x1 +
b

d
t i v = y1 −

a

d
t, t ∈ Z.

Neposrednom proverom vidimo da ure|eni par (u, v) zadovoqava
jedna~inu ax+ by = c za sve t ∈ Z.

PRIMER 5.1. Jedna~ina 27x+59y = 20 ima re{ewa jer je (27, 59) = 1.
Najpre treba na}i jedno celobrojno re{ewe jedna~ine 27x + 59y = 1.
Koriste}i Euklidov algoritam dobijamo 27 · (−24) + 59 · 11 = 1, pa
je op{te re{ewe date jedna~ine

x = 20 · (−24) + 59t, y = 20 · 11− 27t (t ∈ Z),

tj.

x = −480 + 59t, y = 220− 27t (t ∈ Z).

5.2. Nelinearne Diofantove jedna~ine

Poznato je da ne postoji �op{ti postupak� za re{avawe Diofan-

tovih jedna~ina, tj. algoritam kojim bismo mogli utvrditi da li

data jedna~ina ima ili nema celobrojnih re{ewa. Me|utim, ipak

postoje metode kojima se mogu re{avati neke specijalne klase ovih

jedna~ina. Upozna}emo se samo sa nekim elementarnim metodima.
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^iwenica da se, za svaki prirodan brojm, svaki ceo broj na ko-

na~no mnogo na~ina mo`e napisati kao proizvod m celih brojeva,

kao i da se svaki prirodan broj mo`e na kona~no mnogo na~ina

predstaviti kao zbir m nenegativnih brojeva, ~esto mo`e biti od

koristi pri re{avawu nekih jednostavnijih nelinearnih Diofan-

tovih jedna~ina.

Ako su I1(x, y, . . . ), . . . , Im(x, y, . . . ) celi algebarski izrazi, tada
je jedna~ina

I1(x, y, . . . ) · . . . · Im(x, y, . . . ) = a,

za neki ceo broj a, ekvivalentna disjunkciji sistema jedna~ina:

I1(x, y, . . . ) = c1 I1(x, y, . . . ) = d1
... ∨ ... ∨ · · ·

Im(x, y, . . . ) = cm Im(x, y, . . . ) = dm

pri ~emu je a = c1 · . . . · cm = d1 · . . . · dm = . . . predstavqeno na sve
mogu}e na~ine kao proizvodm celih brojeva (metod proizvoda).

PRIMER 5.2. Re{imo jedna~inu xy + 3y − 5x = 18 u skupu celih

brojeva. Kako je

xy + 3y− 5x = 18⇔ xy + 3y− 5x− 15 = 3⇔ (x+ 3)(y− 5) = 3,
razlikujemo slede}e slu~ajeve:

(i) x+ 3 = 3, y − 5 = 1;

(ii) x+ 3 = 1, y − 5 = 3;

(iii) x+ 3 = −3, y − 5 = −1;

(iv) x+ 3 = −1, y − 5 = −3.

Dakle, skup celobrojnih re{ewa date jedna~ine je

R = {(−2, 8), (−4, 2), (0, 6), (−6, 4)}.
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Sli~no, ako su I1(x, y, . . . ), . . . , Im(x, y, . . . ) celi algebarski iz-

razi, tada je jedna~ina

(I1(x, y, . . . ))
2 + · · ·+ (Im(x, y, . . . ))

2 = a,

za neki prirodan broj a, ekvivalentna disjunkciji sistema jedna~i-
na:

(I1(x, y, . . . ))
2 = s1 (I1(x, y, . . . ))

2 = t1
... ∨ ... ∨ · · ·

(Im(x, y, . . . ))
2 = sm (Im(x, y, . . . ))

2 = tm

pri ~emu je a = s1 + · · · + sm = t1 + · · · + tm = . . . predstavqeno na
sve mogu}e na~ine kao zbirm potpunih kvadrata (metod zbira).

PRIMER 5.3. U skupu celih brojeva re{imo jedna~inu x4+y2+2y = 1.
Data jedna~ina je ekvivalentna sa x4+(y+1)2 = 2. Zbir dva kvadrata
je jednak 2 ako i samo ako su oba jednaka 1, pa je x4 = 1 i (y + 1)2 = 1,
odakle je x = 1 ili x = −1 i y = 0 ili y = −2.

Skup re{ewa jeR = {(1, 0), (1,−2), (−1, 0), (−1,−2)}.

Jedna~ine koje su linearne, odnosno kvadratne po jednoj od pro-

menqivih ~ine klasu jedna~ina koju ~esto mo`emo re{avati kombi-

novawem metoda iz teorije obi~nih algebarskih jedna~ina i teorije

celih brojeva.

Na primer, jedna~ina A(x)y + B(x) = 0, pri ~emu su A(x) i
B(x) neki celi algebarski izrazi po x, mo`e se re{avati analizom

racionalnog algebarskog izraza
A(x)

B(x)
(metod koli~nika).

PRIMER 5.4. Re{imo jedna~inu xy + 7x − 3y = 23 u skupu celih

brojeva.
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xy + 7x− 3y = 23⇔ x(y + 7) = 3y + 23
Za y = −7 nema re{ewa, a za y ̸= −7 je

x =
3y + 23

y + 7
= 3 +

2

y + 7
.

Da bi re{ewe x bilo celobrojno, mora y + 7 ∈ {1,−1, 2,−2}, tj.
y ∈ {−6,−8,−5,−9}, pa je skup re{ewa
R = {(5,−6), (1,−8), (4,−5), (2,−9)}.

Priroda re{awa jedna~ine A(x)y2+B(x)y+C(x) = 0 zavisi od
diskriminante

D(x) = (B(x))2 − 4A(x)C(x).

Po{to tra`imo celobrojna re{ewa, analiza diskriminante za-

sniva se na ~iwenici da jeD(x) > 0, ali i vi{e, da jeD(x) = m2, za

neki ceo brojm.

PRIMER 5.5. Re{imo jedna~inu 7x + 14y = 5x2 + 5xy + 5y2 u skupu

celih brojeva. Data jedna~ina, zapisana u ekvivalentnom obliku:

5y2 + (5x− 14)y + (5x2 − 7x) = 0,

je kvadratna po y. Kako je

D(x) = (5x− 14)2 − 4 · 5(5x2 − 7x) = 196− 75x2,

data jedna~ina ima re{ewa ako je x2 6 196

75
= 2, 6133 . . . , tj. ako

x ∈ {−1, 0, 1}. Prema tome, imamo slede}e mogu}nosti:
x = −1⇒ 5y2 − 19y + 12 = 0⇒ y = 3 ∨ y =

4

5
, tj. y = 3;

x = 0⇒ · · · ⇒ y = 0

(
∨ y =

14

5

)
;
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x = 1⇒ · · · ⇒ y = 2

(
∨ y = −1

5

)
.

Dakle,R = {(−1, 3), (0, 0), (1, 2)}.

Iz teorije polinoma je poznato da se svaki simetri~an poli-

nom sa vi{e promenqivih mo`e izraziti preko tzv. elementarnih

simetri~nih polinoma. Specijalno, u slu~aju simetri~nog poli-

noma sa dve promenqive (P (x, y) = P (y, x)) prethodno re~eno zna~i
da se P (x, y) mo`e izraziti preko polinoma σ = x + y i π = xy.
^esto se koristi rastavqawe x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = σ2 − 2π.

PRIMER 5.6. Re{imo jedna~inu x3+x2y+xy2+y3 = 8(x2+xy+y2+1)
u skupu celih brojeva.

Jedna~ina je simetri~na po x, y pa se mo`e zapisati u ekviva-

lentnom obliku

((x+ y)2 − 2xy)(x+ y) = 8((x+ y)2 − xy + 1),

tj. u obliku

u(u2 − 2v) = 8(u2 − v + 1),

pri ~emu je u = x + y i v = xy. Iz u3 − 2uv = 8u2 − 8v + 8, najpre
zakqu~ujemo da 2 | u, tj. da je u = 2t, t ∈ Z. Sada, posledwa jedna~ina
postaje

2t3 − tv = 8t2 − 2v + 2

i linearna je po v. Za t ̸= 2 imamo da je

v = 2t2 − 4t− 8− 18

t− 2

pa su mogu}e vrednosti izraza t − 2 delioci broja 18, tj. elementi

skupa {±1,±2,±3,±6,±9,±18}. Razmatraju}i sve dobijene slu~ajeve
(naravno i slu~aj t = 2), dobijamo da je skup re{ewaR = {(8, 2), (2, 8)}.
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Metod ostataka

Razlikovawe slu~ajeva mo`e se izvr{iti i ispitivawem ostatka

koji se dobija pri deqewu nekim brojem (naj~e{}e 2, 3, 4, 5, 10) leve,
odnosno desne strane. Ovaj metod ~esto je koristan za dokazivawe da

data jedna~ina nema re{ewa. Naime, ako za neki prirodan brojn > 1
va`i L(x, y, . . . ) ≡ r (mod n) pri ~emu r ∈ R ⊆ {0, 1, 2, . . . , n − 1},
aD(x, y, . . . ) ≡ s (mod n) pri ~emu s ∈ S ⊆ {0, 1, 2, . . . , n− 1}, tada
u slu~aju da je R ∩ S = ∅, jedna~ina L(x, y, . . . ) = D(x, y, . . . ) nema
re{ewa u skupu celih brojeva.

Metod ostataka pri deqewu sa 10, ~esto se nazivametod posledwe
cifre, dok se metod ostataka pri deqewu sa 2 naziva metod parnosti.

Na primeru ≡ (mod 10), ilustrova}emo formirawe tabela koje
mogu biti od velike koristi:

n ≡ · (mod 10) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
n2 ≡ · (mod 10) 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1
n4 ≡ · (mod 10) 0 1 6 1 6 5 6 1 6 1

n(n+ 1) ≡ · (mod 10) 0 2 6 2 0 0 2 6 2 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

PRIMER 5.7. Za svaki ceo broj x va`i:

x ≡ 0 (mod 3)⇒ x2 ≡ 0 (mod 3)
x ≡ 1 (mod 3)⇒ x2 ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 2 (mod 3)⇒ x2 ≡ 1 (mod 3)
Prema tome, mogu}i ostaci pri deqewu kvadrata celog broja sa 3

su 0 i 1.
Iskoristimo tu ~iwenicu sada da poka`imo da jedna~ine:

3x2 + 8 = y2 i x2 − 3y = 17
nemaju re{ewa u skupu celih brojeva.
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Ako bi postojali celi brojevi x i y takvi da je 3x2 + 8 = y2, iz
3x2 ≡ 0 (mod 3) i 8 ≡ 2 (mod 3), sledilo bi da je y2 ≡ 2 (mod 3),
{to je nemogu}e.

Sli~no se dokazuje da jedna~ina x2 − 3y = 17 nema celobrojna

re{ewa. To se ostavqa ~itaocima da poka`u.

Metod nejednakosti

Primenu metoda nejednakosti ilustrova}emo na slede}em prime-

ru:

PRIMER 5.8. Re{imo jedna~inu x3 + 8x2 − 6x+ 8 = y3 u skupu nene-
gativnih celih brojeva.

Kako je za x > 0

y3 − (x+ 1)3 = 5x2 − 9x+ 7 > 0

i

(x+ 3)3 − y3 = x2 + 33x+ 19 > 0

dobijamo da je x + 1 < y < x + 3. Imaju}i u vidu da su x i y celi

brojevi zakqu~ujemo da mora biti y = x+2, pa data jedna~ina postaje
2x(x− 9) = 0. Re{ewa su (0, 2) i (9, 11).

5.2.1. Jedna~ine oblika x2 + y2 = z2

Prirodni brojevi x, y, z, koji su re{ewa jedna~ine x2 + y2 = z2

predstavqaju tzv. Pitagorine trojke.

Ako x, y, z nemaju zajedni~kih delilaca, onda se takvo re{ewe

(x, y, z) naziva primitivno re{ewe. Nala`ewem svih primitivnih

re{ewa (x, y, z) nalazimo i sva ostala re{ewa, jer su ona oblika

(αx, αy, αz), α ∈ N.
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TEOREMA 5.2. Da bi ure|ena trojka (x, y, z) predstavqala primi-

tivno re{ewe jedna~ine x2 + y2 = z2 u skupu prirodnih brojeva,

neophodno je i dovoqno da se x, y, z izra`avaju u obliku

x = 2mn, y = m2 − n2, z = m2 + n2 (m,n ∈ N, (m,n) = 1,
m, n− razli~ite parnosti)

x = m2 − n2, y = 2mn, z = m2 + n2 (m,n ∈ N, (m,n) = 1,
m, n− razli~ite parnosti).

DOKAZ. Neka je (x, y, z) primitivno re{ewe jedna~ine x2 + y2 = z2.
Pokaza}emo najpre da od brojeva x i y jedan mora biti paran, a

drugi neparan i da z mora biti neparan broj. Ako su x i y oba parni,
tada je i z paran broj, pa se jedna~ina mo`e skratiti, tj. posmatrana
trojka nije primitivno re{ewe. Ako su x i y oba neparni, tada je
z2 = x2 + y2 ≡ 1 + 1 = 2 (mod 4), {to je nemogu}e.

Neka je x = 2a paran, a y neparan broj. Tada je z neparan broj.
Data jedna~ina se mo`e napisati u obliku

x2 = z2 − y2 = (z − y)(z + y).

Oba ~inioca na desnoj strani su parni brojevi, pa su brojevi

u =
z + y

2
i v =

z − y

2

celi. Tada je x2 = 4a2 = 4uv, tj. a2 = uv. Brojevi u i v su

uzajamno prosti (videti zadatak 32), pa na osnovu teoreme 3.6. sledi

da oni moraju biti kvadrati celih brojeva: u = m2 i v = n2, pri

~emu m i n nemaju zajedni~kih delilaca i razli~ite su parnosti.

Dakle, dobijamo da je x = 2a = 2mn, y = u − v = m2 − n2 i

z = u + v = m2 + n2, pri ~emu su m,n ∈ N, (m,n) = 1, m > n i

brojevim i n su razli~ite parnosti.

Lako se proverava da je

(m2 − n2)2 + (2mn)2 = m4 + 2m2n2 + n4 = (m+ n)2,
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tj. da trojka (x, y, z) zadovoqava jedna~inu x2 + y2 = z2.

Jedna od najpoznatijih teorema u matematici, o kojoj je dosta

pisano, i to ne samo u matemati~kim ~asopisima, a koju je kona~no

1995. posle vi{e od 300 godina dokazao Endru Vajls (Andrew Wiles)
je Velika Fermaova teorema:

TEOREMA 5.3. Ako je n ma koji prirodan broj ve}i od 2, onda jedna~inu

xn + yn = zn

ne mogu zadovoqavati nikakva tri prirodna broja x, y, z.

PRIMER 5.9. Na|imo sve Pitagorine trojke za 0 < z < 20, x < y.
Na|imo najpre sve primitivne Pitagorine trojke koje zadovoqavaju

0 < z < 20, x < y.

• Za n = 1, m = 2 dobijamo m2 + n2 = 5, m2 − n2 = 3, 2mn = 4,
odnosno dobijamo trojku (3, 4, 5).

• Za n = 2,m = 3 dobijamom2+n2 = 13,m2−n2 = 5, 2mn = 12,
odnosno dobijamo trojku (5, 12, 13).

• Za n = 3,m = 4 dobijamom2 + n2 = 25 > 20.

• Za n = 1,m = 4 dobijamom2+n2 = 17,m2−n2 = 15, 2mn = 8,
odnosno dobijamo trojku (8, 15, 17).

Tra`ene Pitagorine trojke su:

(3, 4, 5), (6, 8, 10), (9, 12, 15), (5, 12, 13), (8, 15, 17).
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5.2.2. Pelova jedna~ina

Diofantova jedna~ina oblika

(∗) x2 −Dy2 = 1,

gde je D prirodan broj, poznata je kao Pelova jedna~ina.

Lako se uveravamo da su parovi (1, 0) i (−1, 0) re{ewa jedna~ine
(∗) za bilo koje D. Ova re{ewa nazivamo trivijalnim. Osnovni

problem je, za zadato D, odrediti, ako postoje, celobrojna re{ewa

razli~ita od trivijalnih. Primetimo, tako|e, da ako je par (x0, y0)
re{ewe jedna~ine (∗), tada su re{ewa i parovi (x0,−y0), (−x0, y0)
i (−x0,−y0). Ova ~iwenica nam omogu}ava da se pri re{avawu

jedna~ine (∗) ograni~imo na re{avawe jedna~ine (∗) u skupu prirod-
nih brojeva.

Ako je D kvadrat prirodnog broja, tj. D = d2 za neki prirodan
broj d, tada je x2 − Dy2 = (x − dy)(x + dy) ̸= 1 za sve prirodne

brojeve x i y, pa jedna~ina (∗) nema netrivijalnih re{ewa. Zato

}emo ubudu}e pod Pelovom jedna~inom podrazumevati jedna~inu (∗)
gde je D prirodan broj koji nije potpun kvadrat.

LEMA 5.1. Ako su a, b, c, d racionalni brojevi i θ iracionalan broj,

tada iz jednakosti a+ b · θ = c+ d · θ sledi a = c i b = d.

DOKAZ. Ako je b = d, onda je i a = c.

Ako je b ̸= d, tada bismo imali da je θ =
a− c

d− b
, {to je nemogu}e

jer je θ iracionalan broj, dok je
a− c

d− b
racionalan.



5. DIOFANTOVE JEDNA^INE 161

LEMA 5.2. Neka je θ iracionalan broj i n proizvoqan prirodan broj

ve}i od 1. Tada postoje celi brojevi x i y takvi da je

|x− yθ| < 1

n
, 1 6 y 6 n.

LEMA 5.3. Postoji beskona~no mnogo razli~itih parova celih bro-

jeva (x, y) takvih da va`i: |x− yθ| < 1

y
.

DOKAZ. Neka je n1 proizvoqan prirodan broj ve}i od 1. Na osnovu
leme 5.2. postoje celi brojevi x1 i y1 takvi da je

0 < |x1 − y1θ| <
1

n1

, 1 6 y1 6 n1.

Daqe, postoji prirodan broj n2 takav da je

1

n2

< |x1 − y1θ| <
1

n1

,

a time, opet na osnovu leme 5.2., i celi brojevi x2 i y2 takvi da je

|x2 − y2θ| <
1

n2

, 1 6 y2 6 n2.

Na opisani na~in mo`emo formirati beskona~ne nizove celih bro-

jeva: 1 < n1 < n2 < n3 < . . . ; x1, x2, x3, . . . i y1, y2, y3, . . . tako da

va`i:

(∗) 1

n1

> |x1 − y1θ| >
1

n2

> |x2 − y2θ| >
1

n3

> |x3 − y3θ| > · · ·

pri ~emu je 1 6 yi 6 ni, i ∈ N. Iz nejednakosti (∗) sledi da su parovi
(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), . . . me|usobno razli~iti.
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LEMA 5.4. Postoji beskona~nomnogo celobrojnih re{ewa nejedna~ine∣∣x2 −Dy2
∣∣ < 1 + 2

√
D,

pri ~emu je D prirodan broj koji nije potpun kvadrat.

DOKAZ. Prema lemi 5.3. (θ =
√
D) postoji beskona~no mnogo parova

(x, y) celih brojeva takvih da je∣∣∣x− y
√
D
∣∣∣ < 1

y
.

Tada, za svaki takav par celih brojeva va`i:∣∣∣x+ y
√
D
∣∣∣ = ∣∣∣x− y

√
D + 2y

√
D
∣∣∣ 6 ∣∣∣x− y

√
D
∣∣∣+ 2|y|

√
D

<
1

y
+ 2y
√
D,

pa i ∣∣x2 −Dy2
∣∣ = ∣∣∣x− y

√
D
∣∣∣ ∣∣∣x+ y

√
D
∣∣∣

<
1

y

(
1

y
+ 2y
√
D

)
= 2
√
D +

1

y2

6 2
√
D + 1.

TEOREMA 5.4. Data je jedna~ina

(∗) x2 −Dy2 = 1,

pri ~emu je D prirodan broj koji nije potpun kvadrat. Tada va`i:

a) Jedna~ina (∗) ima bar jedno re{ewe u skupu prirodnih brojeva.
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b) Ako je par (x, y) prirodnih brojeva jedno re{ewe jedna~ine (∗),
tada su re{ewa i parovi (xn, yn), n ∈ N, odre|eni sa

xn + yn
√
D =

(
x+ y

√
D
)n

.

v) Ako su (x, y) i (x′, y′) dva re{ewa jedna~ine (∗), tada va`i:

y < y′ ⇔ x < x′ ⇔ x+ y
√
D < x′ + y′

√
D.

g) Ako je par (x0, y0) prirodnih brojeva, takozvano minimalno re-
{ewe jedna~ine (∗), takav da je y0 6 y, za svako drugo re{ewe
(x, y) jedna~ine (∗), onda su sa

xn + yn
√
D =

(
x0 + y0

√
D
)n

odre|ena sva re{ewa (xn, yn) jedna~ine (∗) u skupu prirodnih

brojeva.

DOKAZ. a) Prema lemi 5.4. postoji ceo broj k, razli~it od nule,

takav da je |k| < 1 + 2
√
D i jedna~ina

(1) x2 −Dy2 = k

ima beskona~no mnogo re{ewa.

Na (beskona~nom) skupu parova celih brojeva koji su re{ewa

jedna~ine (1) defini{imo relaciju ekvivalencije ∼ na slede}i

na~in:

(x1, y1) ∼ (x2, y2)⇔ x1 ≡ x2 (mod k) ∧ y1 ≡ y2 (mod k).

Kako je broj kalasa ekvivalencije kona~an (jednak k2) a re{ewa

jedna~ine (1) ima beskona~no mnogo, postoje bar dva re{ewa (x1, y1)
i (x2, y2) ove jedna~ine takva da va`i:

x1 ≡ x2 (mod k), y1 ≡ y2 (mod k) i |y1| ̸= |y2|.
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Iz x2
1 −Dy21 = k i x2

2 −Dy22 = k, sledi da je

k2 =
(
x2
1 −Dy21

) (
x2
2 −Dy22

)
= (x1x2 −Dy1y2)

2 −D (x1y2 − x2y1)
2 .

Po{to je

x1x2 −Dy1y2 ≡ x2
1 −Dy21 ≡ 0 (mod k)

i

x1y2 − x2y1 ≡ x1y2 − x1y2 ≡ 0 (mod k),

postoje celi brojevi X i Y takvi da je x1x2 − Dy1y2 = kX i

x1y2 − x2y1 = kY . Sada imamo da je X2 − DY 2 = 1. Ostaje jo{

da se proveri da je (X,Y ) ̸= (1, 0) i (X, Y ) ̸= (−1, 0). Ako bi bilo
(X,Y ) = (1, 0)ili (X, Y ) = (−1, 0), imalibismoda jex1y2−x2y1 = 0
i x1x2 − Dy1y2 = ±k. Ako saberemo prvu jedna~inu, pomno`enu sa
x2, i drugu, pomno`enu sa −y2, dobijamo da je y1 (Dy22 − x2

2) = ±k
tj. −ky1 = ±ky2, odakle sledi da je y1 = ±y2, {to je nemogu}e

zbog |y1| ̸= |y2|. Po{to svaki od parova (X,Y ), (−X,Y ), (X,−Y ),
(−X,−Y ) predstavqa re{ewe date jedna~ine i bar jedan od wih je

par prirodnih brojeva ovaj deo teoreme je dokazan.

b) Ako je x2 − Dy2 = 1 i
(
x+ y

√
D
)n

= xn + yn
√
D, tada je i(

x− y
√
D
)n

= xn − yn
√
D, odakle sledi da je

x2
n −Dy2n =

(
xn + yn

√
D
)(

xn − yn
√
D
)

=
(
x+ y

√
D
)n (

x− y
√
D
)n

=
(
x2 −Dy2

)n
= 1.

v) Po{to su x, y, x′, y′ prirodni brojevi va`i slede}i niz ekvi-
valencija:

y < y′ ⇔ y2 < y′2 ⇔ Dy2 + 1 < Dy′2 + 1⇔ x2 < x′2 ⇔ x < x′.
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Ako je x < x′ i y < y′, tada je o~igledno

x+ y
√
D < x′ + y′

√
D.

Obrnuto, ako je

x+ y
√
D < x′ + y′

√
D,

onda je i
1

x− y
√
D

<
1

x′ − y′
√
D
,

tj.

x′ − y′
√
D < x− y

√
D,

pa je i(
x+ y

√
D
)
+
(
x′ − y′

√
D
)
<
(
x′ + y′

√
D
)
+
(
x− y

√
D
)
,

odakle sledi da je y < y′.
Dakle, minimalno re{ewe (u skupu svih re{ewa) date jedna~ine

je par (x0, y0) prirodnih brojeva takav da bilo x0, bilo y0 ili pak
x0 + y0

√
D ima najmawu vrednost.

g) Pretpostavimo da postoji re{ewe (x, y) koje je razli~ito od
svih (xn, yn), n ∈ {0, 1, 2, 3, . . . }. Tada za neko n va`i:

xn + yn
√
D < x+ y

√
D < xn+1 + yn+1

√
D

⇔
(
x0 + y0

√
D
)n

< x+ y
√
D <

(
x0 + y0

√
D
)n+1

⇔ 1 <
(
x+ y

√
D
)(

x0 − y0
√
D
)n

< x0 + y0
√
D

Ako stavimo da je

x′ + y′
√
D =

(
x+ y

√
D
)(

x0 − y0
√
D
)n

,
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imamo da je

1 < x′ + y′
√
D < x0 + y0

√
D.

Po{to je i

x′ − y′
√
D =

(
x− y

√
D
)(

x0 + y0
√
D
)n

,

dobijamo da je x′2−Dy′2 = 1, tj. par (x′, y′) je re{ewe date jedna~ine.
Iz 0 < x′ − y′

√
D, zakqu~ujemo da je x′ > 0 i y′ > 0, {to je nemogu}e

jer iz x′ + y′
√
D < x0 + y0

√
D sledi da (x0, y0) nije minimalno

re{ewe.

Efektivno, do re{ewa jedna~ine x2 − Dy2 = 1, dolazimo tako

{to najpre odredimo najmawi prirodan broj y0 takav da je Dy20 + 1
potpun kvadrat (izra~unavawem vrednosti izraza Dy2 + 1 redom za

y = 1, y = 2,. . . ); na taj na~in dolazimo do minimalnog re{ewa.

Evo minimalnih re{ewa Pelove jedna~ine za D 6 17:

D (x0, y0)
2 (3, 2)
3 (2, 1)
5 (9, 4)
6 (5, 2)
7 (8, 3)
8 (3, 1)
10 (19, 6)
11 (10, 3)
12 (7, 2)
13 (649, 180)
14 (15, 4)
15 (4, 1)
17 (33, 8)
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Prime}ujemo da ve} za D = 13 treba izvesti dugo ra~unawe. Za
D = 109 minimalno y za koje je Dy2 + 1 potpun kvadrat je y =
15 140 424 455 100 {to pokazuje da je ovaj metod prili~no neprakti-
~an.

PRIMER 5.10. Osnovno re{ewe jedna~ine x2−2y2 = 1 jex1 = 3, y1 = 2,
pa su sva re{ewa date jedna~ine u skupu prirodnih brojeva data sa

xn + yn
√
2 =

(
3 + 2

√
2
)n

.

Rekurzivne relacije kojim se (xn, yn) izra`ava preko (xn−1, yn−1), u
ovom slu~aju su:

xn = 3xn−1 + 4yn−1, yn = 2xn−1 + 3yn−1, n > 1.

Dakle,

x2 = 3 · 3 + 4 · 2 = 17, y2 = 2 · 3 + 3 · 2 = 12;

x3 = 3 · 17 + 4 · 12 = 99, y3 = 2 · 17 + 3 · 12 = 70;

x4 = 3 · 99 + 4 · 70 = 577, y4 = 2 · 99 + 3 · 70 = 408;

...

PRIMER 5.11. Jedna~ina x2 − (a2 − 1)y2 = 1, a ∈ N, ima osnovno

re{ewe (a, 1). Tako|e, (2a2 + 1, 2a) je osnovno re{ewe jedna~ine

x2 − (a2 + 1)y2 = 1, a ∈ N.

Ostavqa se ~itaocima da doka`u da su sva re{ewa jedna~ine

x2 −Dy2 = 1 data sa

xn =

(
x1 + y1

√
D
)n

+
(
x1 − y1

√
D
)n

2

yn =

(
x1 + y1

√
D
)n
−
(
x1 − y1

√
D
)n

2

, n ∈ N,
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gde je (x1, y1) minimalno re{ewe date jedna~ine. Dokazati, zatim,

vezu izme|u n−tog re{ewa (xn, yn) i n− 1−og re{ewa (xn−1, yn−1):

xn = x1xn−1 +Dy1yn−1 i yn = y1xn−1 + x1yn−1.

PRIMER 5.12. Takozvana negativna Pelova jedna~ina x2−Dy2 = −1
nema uvek re{ewa u skupu prirodnih brojeva. Me|utim, ukoliko ova

jedna~ina ima re{ewa (x0, y0) u skupu prirodnih brojeva, onda ona

ima beskona~no mnogo re{ewa (xn, yn), pri ~emu je xn + yn
√
D =(

x0 + y0
√
D
)2n−1

, n ∈ N.

5.3. Zadaci

191. Petar i Nata{a stanuju u soliteru u kojem na svakom spratu

ima po 10 stanova. Stanovi po~iwu od prvog sprata i numerisani su
brojevima 1, 2, . . . . Petar stanuje na spratu ~iji je broj jednak broju
stana u kojem je Nata{a. Zbir brojeva wihovih stanova je 239. Koji
je broj stana u kojem stanuje Petar?

Re{ewe.Neka Petar stanuje na spratu x+1 (x > 0). Tada je broj
wegovog stana 10x + y, gde je 1 6 y 6 10. Nata{a stanuje u stanu

broj x+1. Prema uslovu zadatka je 10x+ y+ x+1 = 239, odnosno
11x = 238− y. S obzirom na to da je 1 6 y 6 10, jedino celobrojno
re{ewe ove jedna~ine je x = 21, y = 7. Dakle, Petar stanuje u stanu
broj 217.

192. U sobi se nalaze stolice sa 3 i sa 4 noge. Kada na sve stolice
sednu qudi, u sobi je ukupno 69 nogu. Koliko u sobi ima stolica sa
tri noge, a koliko sa ~etiri?
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Re{ewe.Neka je x broj stolica sa tri, a y broj stolica sa ~etiri
noge. Prema uslovu zadatka, imamo da je

3x+ 4y + 2(x+ y) = 69, tj. 5x+ 6y = 69.

Kako su x i y nenegativni celi brojevi, imamo da 3 | x, tj. x = 3m,

za neko m. Sada imamo da je 5 · 3m + 6y = 69 tj. 5m + 2y = 23. Iz
posledwe jedna~ine zakqu~ujemo da je 5m = 23−2y, tj. da 5 | 23−2y.
Dakle, 23− 2y ∈ {0, 5, 10, 15, 20}.

Slu~ajevi 23 − 2y = 0, 23 − 2y = 10 i 23 − 2y = 20 su nemogu}i
jer y mora biti ceo broj.

Dakle, 23− 2y = 5, tj. y = 9 ili 23− 2y = 15, tj. y = 4.

Zadatak ima dva re{ewa: tri stolice sa tri noge i devet stolica

sa ~etiri noge ili devet stolica sa tri noge i ~etiri stolice sa

~etiri noge.

193. Dvanaest hlebova podeqeno je na dvanaest qudi. Svaki mu-

{karac dobio je po dva hleba, `ena po pola hleba, a svako dete po

~etvrtinu hleba. Koliko je bilo mu{karaca, koliko `ena, a koliko

dece?

Re{ewe. Neka je m broj mu{karaca, z broj `ena, a d broj dece

(m, z, d su nenegativni celi brojevi). Prema uslovima zadatka ima-
mo da je

m+ z + d = 12

i

2m+
1

2
z +

1

4
d = 12, tj. 8m+ 2z + d = 48.

Iz druge jedna~ine najpre prime}ujemo da 2 | d, tj. da je d = 2k, za
neko k, pa je

8m+ 2z + 2k = 48, tj. 4m+ z + k = 24.
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Po{to je z = 12−m− 2k, imamo da je

4m+ (12−m− 2k) + k = 24, tj. 3m− k = 12.

Iz posledwe jednakosti sledi da 3 | k. Kako je 0 6 d < 12, imamo da
je 0 6 k < 6, tj. k = 0 ili k = 3.

Ako je k = 0, dece nije bilo, dok je bilo ~etiri mu{karca i osam
`ena.

Ako je k = 3, bilo je {estoro dece, pet mu{karaca i jedna `ena.

194. Na koliko na~ina se 380 dinara mo`e podeliti dvojici

bra}e, tako da stariji dobija samo nov~anice od 50 dinara, a mla|i
samo nov~anice od 20 dinara?

Re{ewe. Neka je x broj nov~anica od 50 dinara koje treba da

dobije stariji brat, a y broj nov~anica od 20 dinara koje treba da
dobije mla|i (x, y > 0). Tada je

50x+ 20y = 380, tj. 5x+ 2y = 38.

Iz posledwe jednakosti sledi da 2 | x, pa neka je x = 2z, za neko z.
Tada je 5z + y = 19. Dakle, 5z = 19− y ∈ {0, 5, 10, 15}.

Za z = 0 imamo da je x = 0 i y = 19.

Za z = 1 imamo da je x = 2 i y = 14.

Za z = 2 imamo da je x = 4 i y = 9.

Za z = 3 imamo da je x = 6 i y = 4.

Dakle, postoje ~etiri mogu}nosti.

195. Na}i sve cele brojeve x i y za koje je

2x+ 3y = 185 i xy > x+ y.

Re{ewe: x = 91 + 3t, y = 1− 2t, −30 < t < 0.
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196. Neka su a i b uzajamno prosti prirodni brojevi i n pro-

izvoqan prirodan broj. Dokazati: ako je (x0, y0) re{ewe jedna~ine
ax+ by = an + bn onda je[x0

b

]
+
[y0
a

]
=

[
an−1

b

]
+

[
bn−1

a

]
.

Re{ewe. Iz zadate jedna~ine sledi by0 ≡ bn (mod a). Kako su

a i b uzajamno prosti mo`emo skratiti sa b: y0 ≡ bn−1 (mod a).
Sli~no se dokazuje x0 ≡ an−1 (mod b). Dakle, postoje celi brojevi
r i s takvi da je x0 = an−1 + rb i y0 = bn−1 + sa. Ako to uvrstimo
u zadatu jedna~inu, dobijamo ab(r + s) = 0, odakle je s = −r, tj.

x0 = an−1 + rb i y0 = bn−1 − ra. Odatle je[x0

b

]
= r +

[
an−1

b

]
i

[y0
a

]
= −r +

[
bn−1

a

]
,

pa sledi tvr|ewe zadatka.

197. U skupu celih brojeva re{iti jedna~inu x2−5xy+6y2 = 3.

Re{ewe: x2 − 5xy + 6y2 = 3⇔ (x− 2y)(x− 3y) = 3
Analizom svih mogu}ih slu~ajeva dobijamo

R = {(7, 2), (−3,−2), (3, 2), (−7,−2)}.

198. Re{iti u skupu prirodnih brojeva jedna~inu

xyz + xy + yz + zx+ x+ y + z = 2000.

Re{ewe. Kako je

xyz + xy + yz + zx+ x+ y + z + 1 = (x+ 1)(y + 1)(z + 1),

jedna~ina je ekvivalentna sa (x+1)(y+1)(z+1) = 2 001 = 3 · 23 · 29.
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199. Odrediti celobrojna re{ewa jedna~ine p(x + y) = xy, gde
je p dati prost broj.

Re{ewe. O~igledno je ure|eni par (0, 0) re{ewe date jedna~ine,
a ure|eni par (x, y) gde je ta~no jedan od brojeva x i y jednak 0 nije
re{ewe. Neka je zato x ̸= 0 i y ̸= 0. Iz p(x+ y) = xy sledi da p | xy,
a po{to je p prost broj to p | x ili p | y.

(1) x = mp, m ∈ Z,m ̸= 0. Za m = 1 dobijamo x = p, tj.
p(p + y) = yp, odakle je p + y = y. Kontradikcija. Zna~i, m ̸= 1.

Iz p(mp + y) = mpy sledi y =
mp

m− 1
. Kako je (m − 1,m) = 1 to

m− 1 | p. Postoje slede}e mogu}nosti:

(i) m− 1 = 1⇒ m = 2⇒ x = 2p ∧ y = 2p.

(ii) m− 1 = −1⇒ m = 0. Kontradikcija.

(iii) m− 1 = p⇒ m = p+ 1⇒ x = p(p+ 1) ∧ y = p+ 1.

(iv) m− 1 = −p⇒ m = 1− p⇒ x = p(1− p) ∧ y = p− 1.

(2) Analogno razmatranom slu~aju, kada p | y dobijamo re{ewa
x = p+ 1, y = p(p+ 1) i x = p− 1, y = p(1− p).

Dakle, skup re{ewa je:

R = {(0, 0), (2p, 2p), (p(p+1), p+1), (p+1, p(p+1)), (p(1−p), p−1),
(p− 1, p(1− p))}.

200. Re{iti u skupu prirodnih brojeva jedna~ine:

(a) x2− y2 = 31; (b) x2− y2 = 303; (v) x3 + x2 + x− 3 = 0.

Re{ewe. (a) Po{to je 31 prost broj i va`i x2−y2 = (x−y)(x+y)
imamo da je

x− y = 1 i x+ y = 31

ili

x− y = 31 i x+ y = 1.
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Re{ewe prvog sistema je x = 16, y = 15, dok drugi sistem nema

re{ewa u skupu prirodnih brojeva ({to nije te{ko videti i bez

ra~una jer ako x, y ∈ N onda je x+ y > x− y).
Dakle, jedino re{ewe date jedna~ine je (16, 15).
(b) Po{to je 303 = 3 · 101 = 1 · 303 (101 je prost broj) imamo

slede}e mogu}nosti:

x− y = 3 i x+ y = 101

ili

x− y = 1 i x+ y = 303.

Re{avawem ovih sistema dobijamo dva re{ewa: (52, 49) i (152, 151).
(v) Po{to je jedna~ina x3 + x2 + x − 3 = 0 ekvivalentna sa

x3 + x2 + x + 1 = 4, tj. sa x2(x + 1) + (x + 1) = 4, odnosno sa

(x+ 1)(x2 + 1) = 4 = 1 · 4 = 2 · 2 imamo da je

x+ 1 = 1 i x2 + 1 = 4

ili

x+ 1 = 2 i x2 + 1 = 2.

Dakle, jedino re{ewe je x = 1.
Isto re{ewe se dobija ako po|emo od x(x2 + x+ 1) = 3 = 1 · 3.

201. Odrediti sve trojke (p, q, r) (q 6 r) prostih brojeva za koje
va`i p2 + qr = 19962.

Re{ewe. Datu jednakost mo`emo zapisati i ovako:

qr = 19962 − p2 = (1 996− p)(1 996 + p).

Razlikujemo tri slu~aja:

1. p = 3: iz qr = 1993 · 1 999 sledi q = 1993 i r = 1999;
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2. p = 3k + 1: tada 3 | 1 996− p pa mora biti q = 3.
Iz r = (665− k)(1 996 + p) sledi 665− k = 1, pa je p = 1993 i
r = 3989;

3. p = 3k + 2: tada 3 | 1 996 + p pa je opet q = 3.
Iz r = (1 996 − p)(666 + k), kako je p > 2, dobijamo da je r
slo`en broj, pa ovaj slu~aj ne daje re{ewe.

202. U skupu celih brojeva re{iti jedna~ine:

(1) x4 + y4 = 6x2 + 14y2 − 53;

(2) x2 + 4y2 + z4 = 2x− 20y − 23.

Re{ewe. (1) Jedna~ina je ekvivalentna sa (x2−3)2+(y2−7)2 = 5.
Zbir dva kvadrata jednak je 5, ako i samo ako je jedan od tih kvadrata
jednak 4 a drugi 1, pa razlikujemo slede}e slu~ajeve:

{(x2 − 3)2 = 1 ∧ (y2 − 7)2 = 4} ∨ {(x2 − 3)2 = 4 ∧ (y2 − 7)2 = 1}.

Re{avaju}i dobijene sisteme jedna~ina, naravno u skupu celih

brojeva, dobijamo da je skup re{ewa:

R = {(2, 3), (2,−3), (−2, 3), (−2,−3)}.
(2) Jedna~ina je ekvivalentna sa (x− 1)2+(2y+5)2+ z4 = 3, {to

je, u skupu celih brojeva mogu}e samo ako su svi sabirci jednaki 1.

Skup re{ewa je:

R = {(2,−2, 1), (2,−2, 1), (2,−3, 1), (2,−3,−1), (0,−2, 1),
(0,−2,−1), (0,−3, 1), (0,−3,−1)}.

203. U skupu celih brojeva re{iti jedna~inu x2−xy+2x−3y = 6.

Re{ewe: x2 + 2x− 6 = 3y + xy ⇔ x2 + 2x− 6 = (3 + x)y. Po{to
x = −3 ne mo`e biti re{ewe date jedna~ine, zbog

x2 + 2x− 6 = (x− 1)(x+ 3)− 3 (deqewe polinoma),
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imamo da je

y = x− 1− 3

x+ 3
,

pa su mogu}e vrednosti za x + 3 brojevi iz {−3,−1, 1, 3}. ^etiri
slu~aja koji mogu da nastupe daju da je skup re{ewa date jedna~ine

R = {(−2,−6), (−4,−2), (0,−2), (−6,−6)}.

204. U skupu prirodnih brojeva re{iti jedna~inu

2x2 − xy − y2 + 2x+ 7y = 84.

Re{ewe: (x, y) ∈ {(6, 1), (13, 14)}.

205. Odrediti sve dvocifrene prirodne brojeve sa osobinom da

je wihova vrednost jednaka kvadratu zbira cifara.

Re{ewe. Neka je tra`eni broj xy, pri ~emu je x ∈ {1, 2, . . . , 9},
y ∈ {0, 1, . . . , 9}. Tada je (x + y)2 = 10x + y. Kako je x + y ̸= 0
dobijamo

x+ y =
10x+ y

x+ y
= 1 +

9x

x+ y
,

pa x+y mo`e uzimati vrednosti 1, 3, 9, x, 3x, 9x. Za dobijene vredno-
sti je onda x + y tako|e jednako, redom 1 + 9x, 1 + 3x, 1 + x, 10, 4, 2.
Dakle, dobijamo jedna~ine 1 + 9x = 1, 1 + 3x = 3, 1 + x = 9, 10 = x,
4 = 3x i 2 = 9x. Od re{ewa svih tih jedna~ina, jedino x = 8
zadovoqava uslove zadatka. Tada je y = 1, pa je tra`eni broj 81.

206. Re{iti jedna~inu y4 = 1 + x(x + 1)(x + 2)(x + 3) u skupu

celih brojeva.

Re{ewe:

y4 − x(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3) = 1

⇔ y4 − (x2 + 3x)(x2 + 3x+ 2) = 1

⇔ y4 − (x2 + 3x+ 1− 1)(x2 + 3x+ 1 + 1) = 1
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⇔ y4 − (x2 + 3x+ 1)2 + 1 = 1

⇔ y4 − (x2 + 3x+ 1)2 = 0

⇔ (y2 − x2 − 3x− 1)(y2 + x2 + 3x+ 1) = 0

⇔ x2 + 3x+ 1− y2 = 0 ∨ x2 + 3x+ 1 + y2 = 0.

Posmatraju}i diskriminanteD1 = 9−4+4y2 iD2 = 9−4−4y2

redom kvadratnih jedna~ina (po x)

x2 + 3x+ 1− y2 = 0 i x2 + 3x+ 1 + y2 = 0,

zakqu~ujemo, najpre, da mora biti 5 + 4y2 > 0 i 5− 4y2 > 0. Uslov
5+4y2 > 0 je uvek zadovoqen. Tako|e, zahtevamo da va`i 5+4y2 = k2,

za neki ceo broj k. Re{avaju}i u skupu celih brojeva, jedna~inu

k2 − 4y2 = 5, tj. (k − 2y)(k + 2y) = 5 dobijamo slede}e slu~ajeve:

k − 2y = 1, k + 2y = 5⇒ y = 1,

k − 2y = 5, k + 2y = 1⇒ y = −1,
k − 2y = −1, k + 2y = −5⇒ y = −1,
k − 2y = −5, k + 2y = −1⇒ y = 1.

Iz 5 − 4y2 > 0 sledi da mora biti |y| 6
√
5

2
, y ∈ Z, odakle

zakqu~ujemo da y ∈ {−1, 0, 1}. Iz 5 − 4y2 = m2, m ∈ Z, za y = 0
imamo da je 5 = m2, {to je nemogu}e.

Dakle, y = −1 ili y = 1.

Za y = −1 iz jedna~ine x2 + 3x = 0 dobijamo da je x = 0 ili

x = −3, a iz x2+3x+2 = 0 da je x = −1 ili x = −2. Iste jedna~ine
(po x) dobijamo i za y = 1.

Dakle, skupre{ewadate jedna~ine je: R = {(0, 1), (0,−1), (−1, 1),
(−1,−1), (−2, 1), (−2,−1), (−3, 1), (−3,−1)}.

207. Koliko prirodnih brojeva ima osobinu da je n2 + 3n + 24
potpun kvadrat celog broja?
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Re{ewe. Neka je n2 + 3n + 24 = m2. Tada dobijamo kvadratnu

jedna~inu po n:
n2 + 3n+ 24−m2 = 0.

Da bi n bio ceo broj diskriminanta mora biti potpun kvadrat, pa

je

9− 4(24−m2) = k2, tj. 4m2 − k2 = 87,

odnosno

(2m− k)(2m+ k) = 87.

Mogu}i slu~ajevi su da 2m− k uzima redom vrednosti:

1, 3, 29, 87,−1,−3,−29,−87,

a 2m+ k redom vrednosti:

87, 29, 3, 1,−87,−29,−3,−1.

Odavde je 4m ∈ {88, 32,−88,−32}, tj. m ∈ {22, 8,−22,−8}, pa je

n ∈{5,−8, 20,−23}. Kako n mora biti prirodan broj, to imamo dva
re{ewa: n = 5 ili n = 20.

208. Koliko ima parova (m,n) celih brojeva za koje va`i jed-

nakostm3 + 6m2 + 5m = 8n3 + 36n2 + 40n+ 8?

Re{ewe.Ovakvih parova nema. Leva strana date jednakosti mo`e

da se napi{e u ekvivalentnom obliku m(m + 1)(m + 5), a desna u
obliku (2n+1)(2n+2)(2n+6)− 4, pa je leva strana uvek deqiva sa
3, a desna nikada.

209. Dokazati da jedna~ine:

(1) 3x2 + 5y2 = 4444;
(2) 15x2 − 7y2 = 9;
(3) 5x + 6y = 234 567;
nemaju re{ewa u skupu Z.
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Re{ewe. (1) Za svaki n ∈ N imamo n2 ≡ r (mod 10), pri ~emu

r ∈ {0, 1, 4, 5, 6, 9}. Dakle, ako je (x, y) jedno re{ewe date jedna~ine
imamo: 3x2 ≡ a (mod 10), a ∈ {0, 3, 2, 5, 8, 7} i 5y2 ≡ b (mod 10),
b ∈ {0, 5}, pa iz tablice

+10 0 5
0 0 5
2 2 7
3 3 8
5 5 0
7 7 2
8 8 3

zakqu~ujemo da je 3x2+5y2 ≡ c (mod 10), c ∈ {0, 2, 3, 5, 7, 8}, a va`i
4 444 ≡ 4 (mod 10). Jedna~ina, dakle, nema re{ewa.

(2) Ako je (x, y) re{ewe date jedna~ine zakqu~ujemo da 3 | y, tj. da
je y = 3y1, za neko y1 ∈ Z. Sada jedna~ina postaje 15x2− 63y21 = 9, tj.
5x2 − 21y21 = 3, te 3 | x, tj. x = 3x1, x1 ∈ Z. Daqe, jedna~ina postaje
45x2

1 − 21y21 = 3, tj. 15x2
1 − 7y21 = 1, odakle sledi da je y21 ≡ −1 ≡ 2

(mod 3), {to je nemogu}e jer za svaki k ∈ Z, k2 ≡ 0 ili 1 (mod 3).
Dakle, ni ova jedna~ina nema re{ewa.

(3) Ako je x < 0 ili y < 0, bar jedan od brojeva 5x ili 6y je mawi
od 1. U svakom slu~aju vrednost izraza 5x + 6y nije ceo broj. Daqe,
za x = 0 dobijamo da je 6y = 234 566, {to je nemogu}e jer 3 | 6y ali
3 - 234 566. Sli~no, za y = 0 bilo bi 5x = 234 566, {to je nemogu}e,
jer je 5x ≡ 5 (mod 10), a 234 566 ≡ 6 (mod 10). Dakle, mora biti

x > 0 i y > 0. Me|utim, 5x ≡ 5 (mod 10) i 6y ≡ 6 (mod 10), pa je
5x + 6y ≡ 1 (mod 10), te jedna~ina nema re{ewa.

210. Dokazati da jedna~ina x2 + y2 + z2 = 2007 nema re{ewa u
skupu celih brojeva.

Re{ewe. Kvadrati celih brojeva pri deqewu sa 4 daju ostatak 0
(kada je broj paran) ili 1 (kada je broj neparan).
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Kako je 2 007 ≡ 3 (mod 4) to sva tri broja x, y, z moraju biti

neparna, tj. x = 2x1 + 1, y = 2y1 + 1 i z = 2z1 + 1, gde su x1, y1, z1
tako|e celi brojevi. Tada je

4x2
1 + 4x1 + 1 + 4y21 + 4y1 + 1 + 4z21 + 4z1 + 1 = 2 007,

tj.

x1(x1 + 1) + y1(y1 + 1) + z1(z1 + 1) = 501.

Leva strana posledwe jedna~ine je paran broj, a desna neparan, pa

jedna~ina nema re{ewa u skupu celih brojeva.

211. Odrediti prirodne brojeve x1, x2, . . . , x1984 takve da je

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
1984 = 2006.

Re{ewe. Neka je x1 = x2 = · · · = xk = 1 i xk+1 > 2, . . . , x1984 > 2.
Tada je

k + x2
k+1 + · · ·+ x2

1984 = 2006, x2
k+1 + · · ·+ x2

1984 > (1 984− k) · 4,

pa je 2 006 > k + (1 984− k) · 4, odakle je k > 1 976.
Dakle, x1 = x2 = · · · = x1976 = 1, pa je zbir kvadrata preostalih

osam brojeva

x2
1977 + x2

1978 + · · ·+ x2
1984 = 2006− 1 976 = 30.

O~igledno je da vrednost svakog od ovih osam brojeva mora biti

mawa od 5. Neka je me|u wima a jedinica, b dvojki, c trojki i d
~etvorki. Tada je a + b + c + d = 8 i a + 4b + 9c + 16d = 30, pa je
3b+ 8c+ 15d = 22. Kako je 3b+ 15d = 22− 8c, to 22− 8c mora biti
deqivo sa 3, a to je ispuweno samo za c = 2. Tada je 3b + 15d = 6,
odakle je o~igledno b = 2 i d = 0. Sada se lako dobija da je a = 4.
Prema tome,
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x1 = x2 = · · · = x1976 = x1977 = x1978 = x1979 = x1980 = 1,
x1981 = x1982 = 2, x1983 = x1984 = 3.

Dakle, re{ewe date jedna~ine je bilo koja permutacija skupa

{1, 1, . . . , 1, 2, 2, 3, 3}, gde ima ta~no 1 980 jedinica.

212. Dokazati da jedna~ina x2 + y3 = z2 u skupu prirodnih

brojeva ima beskona~no mnogo re{ewa.

Re{ewe. Da bi (x, y, z) bilo re{ewe, dovoqno je da zadovoqava

npr. z − x = y i z + x = y2. Odatle je x =
y2 − y

2
i z =

y2 + y

2
.

Po{to su y i y2 uvek iste parnosti, jedan beskona~an skup re{ewa
je {(

n2 − n

2
, n,

n2 + n

2

)
: n ∈ N

}
.

213. Postoje li celi brojevi x i y takvi da zadovoqavaju jed-

nakost x2 + x = y4 + y3 + y2 + y?

Re{ewe.Mno`ewem date jedna~ine sa 4 i dodavawem broja 1 levoj
i desnoj strani dobija se 4x2+4x+1 = 4y4+4y3+4y2+4y+1, pa je

(2x+ 1)2 = 4y4 + 4y3 + 4y2 + 4y + 1 = 4y4 + 4y3 + y2 + 3y2 + 4y + 1

=
(
2y2 + y

)2
+ (y + 1)(3y + 1)

i

(2x+ 1)2 = 4y4 + 4y3 + 4y2 + 4y + 1

= 4y4 + y2 + 4 + 4y3 + 8y2 + 4y − 5y2 − 3

=
(
2y2 + y + 2

)2 − 5y2 − 3.

Dakle,(
2y2 + y

)2
+ (y+ 1)(3y+ 1) = (2x+ 1)2 =

(
2y2 + y + 2

)2− (5y2 +3).
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Sada razlikujemo dve mogu}nosti:

1. y = −1⇒ x2 + x = 0⇒ x = 0 ∨ x = −1.
2. y ∈ Z, y ̸= −1. Tada je za (y+1)(3y+1) > 0 i 5y2+3 > 0, pa je(

2y2 + y
)2

< (2x+ 1)2 <
(
2y2 + y + 2

)2
.

Kako izme|u (2y2 + y)
2
i (2y2 + y + 2)

2
postoji samo jedan potpun

kvadrat, (2y2 + y + 1)
2
, to je (2x+ 1)2 = (2y2 + y + 1)

2
. Prema tome,

4y4 + 4y3 + 4y2 + 4y + 1 = (2x+ 1)2 =
(
2y2 + y + 1

)2
= 4y4 + y2 + 1 + 4y3 + 4y2 + 2y,

pa je y2 − 2y = 0, odakle je y = 0 ili y = 2. Ako je y = 0, onda je
x2 + x = 0, tj. x = 0 ili x = −1. Ako je y = 2, onda je x2 + x = 30,
pa je x = 5 ili x = 6.

Dakle, skup re{ewa je:

R = {(0,−1), (−1,−1), (0, 0), (−1, 0), (5, 2), (6, 2)}.

214. Re{iti jedna~inu x2 + y2 + z2 = 2xyz.

Re{ewe. Neka je (x, y, z) jedno re{ewe date jedna~ine. Lako se

vidi da je od brojeva x, y, z ta~no jedan paran ili su svi parni.

Me|utim, ukoliko bi nastupio prvi slu~aj, na primer, ako bi bilo

x = 2x1, y = 2y1 + 1, z = 2z1 + 1, x1, y1, z1 ∈ Z, imali bismo da je

4x2
1 + 4y21 + 4y1 + 1 + 4z21 + 4z1 + 1 = 4x1(2y1 + 1)(2z1 + 1),

tj.

�desna strana� ≡ 0 (mod 4) a �leva strana� ≡ 2 (mod 4).

Kontradikcija. Dakle, svaki od brojeva x, y, z mora biti paran, tj.
x = 2x1, y = 2y1, z = 2z1, x1, y1, z1 ∈ Z, pa data jedna~ina postaje

x2
1 + y21 + z21 = 4x1y1z1.
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Sli~no se mo`e zakqu~iti da svaki od brojeva x1, y1, z1 mora biti
paran, tj. x1 = 2x2, y1 = 2y2, z1 = 2z2, x2, y2, z2 ∈ Z, pa data

jedna~ina postaje

x2
2 + y22 + z22 = 8x2y2z2.

Nastavqaju}i ovaj postupak daqe mo`emo na}i nizove x1, x2, . . . ,
y1, y2, . . . , z1, z2, . . . celih brojeva tako da va`i:

x = 2x1 = 22x2 = 23x3 = · · · = 2nxn = · · ·

y = 2y1 = 22y2 = 23y3 = · · · = 2nyn = · · ·

z = 2z1 = 22z2 = 23z3 = · · · = 2nzn = · · ·

tj. za svako n ∈ N, 2n | x, 2n | y, 2n | z, {to je jedino mogu}e u slu~aju
da je x = y = z = 0.

215. (Nacionalna matemati~ka olimpijada�regionalna runda,

Bugarska 1997) Dokazati da jedna~ina

x2 + y2 + z2 + 3(x+ y + z) + 5 = 0

nema re{ewa u skupu racionalnih brojeva.

Re{ewe. Data jedna~ina mo`e se napisati u obliku

(2x+ 3)2 + (2y + 3)2 + (2z + 3)2 = 7.

Ona ima re{ewa u skupu racionalnih brojeva ako i samo ako postoje

celi brojevi a, b, c im takvi da je

a2 + b2 + c2 = 7m2.

Pretpostavimo da takvi brojevi postoje i neka jem najmawe mogu}e.

Ako je m paran broj, m = 2n, tada je a2 + b2 + c2 deqivo sa 4 i lako
se proverava da tada brojevi a, b, c moraju biti parni, tj. a = 2a1,
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b = 2b1, c = 2c1 i a21 + b21 + c21 = 7n2, {to je kontradikcija sa

pretpostavkom o minimalnostim.

Ako jem neparan broj, tada jem2 ≡ 1 (mod 8), pa je

a2 + b2 + c2 ≡ 7 (mod 8),

{to je nemogu}e.

216. (Nacionalna matemati~ka olimpijada�regionalna runda,

Bugarska 1998) Dokazati da jedna~ina x2y2 = z2(z2 − x2 − y2) nema
re{ewa u skupu prirodnih brojeva.

Re{ewe.Pretpostavimo suprotno i posmatrajmo re{ewe (x, y, z)

takvo da je koli~nik
xy

z
({to je prirodan broj) najmawi mogu}.

Zapi{imo brojeve x, y, z u obliku x = dx1, y = dy1 i z = dz1, gde
je d = NZD(x, y, z). Onda je data jedna~ina ekvivalentna sa

x2
1y

2
1 = z21(z

2
1 − x2

1 − y21).

Neka je u = (x1, z1), v = (y1, z1), x1 = ut, y1 = vw. Po{to z1 deli
x1y1, to je z1 = uv. Otuda je (u2 + w2)(v2 + t2) = 2u2v2.

Daqe imamo (u,w) = 1, (v, t) = 1 po{to je (x1, y1, z1) = 1, pa je
ili u2 + w2 = v2, v2 + t2 = 2u2 ili u2 + w2 = 2v2, v2 + t2 = u2.

Ne umawuju}i op{tost mo`emo pretpostaviti da va`i prvi par

jednakosti. Tada je lako videti da su v i u neparni celi brojevi.

Daqe iz u2 +w2 = v2 sledi da je u = m2−n2, w = 2mn, v = m2 +n2,

gde sum i n uzajamno prosti prirodni brojevi razli~ite parnosti.
Zamewuju}i ove izraze za u i v u v2 + t2 = 2u2 dobijamo

t2 + (2mn)2 = (m2 − n2)2,

pa je t = p2− q2,mn = pq,m2−n2 = p2+ q2 za neke prirodne brojeve
p i q. Prema tome,

p2q2 = m2(m2 − p2 − q2)
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odakle sledi da je (p, q,m) re{ewe date jedna~ine. Ali,

pq

m
= n < d(p2 − q2)2mn =

xy

z
,

{to je kontradikcija.

217. Odrediti sve prirodne brojeve n takve da jedna~ina

x3 + y3 + z3 = nx2y2z2

ima re{ewa u skupu prirodnih brojeva.

Re{ewe.Neka je n prirodan broj takav da je x3+y3+z3 = nx2y2z2

za neke x, y, z pri ~emu je x 6 y 6 z. Tada je

(1) z = nx2y2 − x3 + y3

z2
,

pa po{to su n, x, y, z prirodni brojevi
x3 + y3

z2
je tako|e prirodan

broj, pa je

(2) x3 + y3 > z2.

Po{to je
x

z
6 1 i

y

z
6 1, imaju}i u vidu jednakost (1) dobijamo

z > nx2y2 − (x+ y) ili

(3) z2 > (nx2y2 − (x+ y))2.

Formule (2) i (3) impliciraju da je n2x4y4 < 2nx2y2(x+y)+x3+y3,
a posle deqewa sa nx3y3,

(4) nxy < 2

(
1

x
+

1

y

)
+

1

nx3
+

1

ny3
.
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Ako je x > 2, tada je desna strana posledwe nejednakosti mawa od 3,
dok leva strana nije mawa od 4. Dakle, x = 1. Sada, nejednakost (4)
postaje

(5) ny < 2 +
2

y
+

1

n
+

1

ny3
.

Ako je y > 4 desna strana posledwe nejednakosti je mawa od 4, pa je
y 6 3.

Ranije smo videli da
x3 + y3

z2
mora biti prirodan broj. Po{to je

x = 1, z2 deli broj 1 + y3. Posledwi uslov, zajedno sa z > y i y 6 3,
nas dovodi da trojki:

1. x = 1, y = 1, z = 1;

2. x = 1, y = 2, z = 3.

Prva trojka je re{ewe jedna~ine x3 + y3 + z3 = nx2y2z2, u slu~aju
n = 3, dok je druga re{ewe date jedna~ine ako je n = 1.

Dakle, 1 i 3 su jedine vrednosti n za koje data jedna~ina ima

re{ewa u skupu prirodnih brojeva.

218. (Nacionalna matemati~ka olimpijada�regionalna runda,

Bugarska 1999) Re{iti u skupu celih brojeva jedna~inu

x3 = y3 + 2y2 + 1.

Re{ewe. O~igledno je x > y. Pored toga, x < y + 1 ako i samo

ako je (y + 1)3 > y3 + 2y2 + 1 ako i samo ako je y(y + 3) > 0. Za

y > 0 ili y < −3 jedna~ina nema re{ewa. Dakle, y mo`e imati

vrednosti 0, −1, −2 ili −3. Sada se lako nalaze re{ewa: R =
{(−2,−3), (1,−2), (1, 0)}.
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219. (Nacionalna matemati~ka olimpijada�finalna runda, Bu-

garska 1999) Dokazati da jedna~ina x3 + y3 + z3 + t3 = 1999 ima

beskona~no mnogo re{ewa.

Re{ewe. Lako se proverava da ako je n ceo broj, tada brojevi

x = 10 + 60n3, y = 10− 60n3, z = −1, t = −60n2

zadovoqavaju jedna~inu.

220. Koliko ima parova (x, y) celih brojeva za koje va`i x 6 y
i (x+ y + 1988)2 = x2 + y2 + 19882?

Re{ewe:

(x+ y + 1988)2 = x2 + y2 + 19882

⇔ x2 + y2 + 19882 + 2xy + 2 · x · 1 988 + 2 · y · 1 988 =

= x2 + y2 + 19882

⇔ xy + x · 1 988 + y · 1 988 + 1 9882 = 19882

⇔ (x+ 1988)(y + 1988) = 1 9882 = 24 · 72 · 712

Broj 1 9882 mo`e se zapisati u obliku proizvoda dva cela broja
na 2·5·3·3 = 90 na~ina. Zato i data jedna~ina ima ukupno 90 re{ewa.
Postoje dva re{ewa kod kojih je x = y: x = y = 0 i x = y = −3 976, a
kod ostalih 88 re{ewa u 44 slu~ajeva je x < y. Dakle, ima 46 parova
(x, y) celih brojeva koji zadovoqavaju tra`ene uslove.

221. Odrediti prirodne brojeve x < y < z, takve da va`i jed-

nakost 2x + 2y + 2z = 2336.

Re{ewe. Po{to je 2 336 = 25 · 73 iz 2x(1 + 2y−x + 2z−x) = 25 · 73
sledi da je x = 5 i 1+ 2y−x +2z−x = 73, tj. 2y−5 +2z−5 = 72 = 23 · 32.
Sada imamo da je 2y−5(1 + 2z−y) = 23 · 32, pa je y − 5 = 3, tj. y = 8
i 1 + 2z−y = 32. Najzad, iz 2z−8 = 8 = 23, imamo da je z − 8 = 3, tj.
z = 11.



5. DIOFANTOVE JEDNA^INE 187

222. Re{iti jedna~inu 2x − 3y = 7 u skupu celih brojeva.

Re{ewe. Iz 2x = 7 + 3y sledi da je 2x > 7, tj. x > 3. Sli~no, iz
3y = 2x − 7 sledi da je 3y > 1, tj. da je y > 0.

Kako je x > 3 to je 2x ≡ 0 (mod 4), pa je i 3y +7 ≡ 0 (mod 4). Iz
~iwenice da je 3 ≡ −1 (mod 4) sledi da je (−1)y + 7 ≡ 0 (mod 4),
pa y mora biti paran broj, tj. y = 2y1.

Ukoliko je y = 0 tada je 2x = 8, pa je x = 3.
Neka je y > 0. Tada je 3y ≡ 0 (mod 3), pa i 2x − 7 ≡ 0 (mod 3).

Zbog 2 ≡ −1 (mod 3) je (−1)x ≡ 7 ≡ 1 (mod 3), odakle zakqu~ujemo
da je i x paran broj, tj. x = 2x1.

Dakle, za x > 3 i y > 0 jedna~ina glasi:

22x1 − 32y1 = 7⇔ (2x1 − 3y1) (2x1 + 3y1) = 7.

S obzirom na to da je 2x1 > 0 i 3y1 > 0 i da je 2x1 + 3y1 > 2x1 − 3y1

mogu} je samo slede}i slu~aj:

2x1 + 3y1 = 7 ∧ 2x1 − 3y1 = 1,

odakle je

2 · 2x1 = 8 ∧ 2 · 3y1 = 6,

pa je x1 = 2 i y1 = 1, a x = 2x1 = 4 i y = 2y1 = 2.
Skup re{ewa jeR = {(3, 0), (4, 2)}.

223. Da li postoje prirodni brojevi m i n takvi da va`i jed-

nakost 3n + 7m = 8n?

Re{ewe. Za svaki prirodan broj n i sve cele brojeve a i b va`i
a − b | an − bn. Dakle, ako bi za neke prirodne brojeve m i n bilo

7m = 8n − 3n, iz 5 | 8n − 3n (5 = 8− 3), sledilo bi da 5 | 7m, {to je
nemogu}e jer je:

71 ≡ 2 (mod 5), 72 ≡ 4 (mod 5), 73 ≡ 3 (mod 5),
74 ≡ 1 (mod 5), 75 ≡ 2 (mod 5), 76 ≡ 4 (mod 5), . . . .
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224. (Republi~ko takmi~ewe 1991, I razred) Na}i sve proste

brojeve p, q, r koji zadovoqavaju jedna~inu pq + qp = r.

Re{ewe. Neka je jedan od brojeva p, q, r paran (ina~e dolazimo do
o~igledne kontradikcije). Kako je r ̸= 2, onda je, na primer q = 2
(zbog simetrije p i q su �ravnopravni�) pa je

p2 + 2p = r.

Jedan od brojeva p i r mora biti deqiv sa 3; ina~e je ostatak pri
deqewu leve strane sa 3 jednak (±1)2 + (−1)p = 0 (p�neparan), a
ostatak pri deqewu desne strane sa 3 je razli~it od 0. Kako je r ̸= 3,
jer je p > 3, onda je p = 3, r = 17. Dakle, ima dva re{ewa za trojku
(p, q, r) i to su (3, 2, 17) i (2, 3, 17).

225. Na}i sva celobrojna re{ewa jedna~ine:

(1) x2 + 2xy − 3y2 = 1;
(2) x2 + xy + y2 = 1;
(3) x3 − y3 = 91;

(4)
1

x
+

1

y
=

1

2
;

(5) (x+ y)2 = (x+ 1)(y − 1);
(6) xy − 2z = 1.

Re{ewe: (1) (x, y) ∈ {(1, 0), (−1, 0)};
(2) (x, y) ∈ {(0, 1), (0,−1), (1, 0), (−1, 0), (1,−1), (−1, 1)};
(3) (x, y) ∈ {(4,−3), (3,−4), (6, 5), (−5,−6)};
(4) (x, y) ∈ {(−2, 1), (1,−2), (3, 6), (4, 4), (6, 3)};
(5) x = −1, y = 1.
(6) Neka je (x, y, z) re{ewe date jedna~ine. Lako se vidi da ne

mo`e biti y 6 0 i da je za y = 1 svaka trojka (2z + 1, 1, z), z ∈
{0, 1, 2, . . . }, re{ewe date jedna~ine. Neka je y > 1. Tada je |x| > 1,
z > 1, a osim toga x je neparan broj i va`i

(x− 1)(xy−1 + xy−2 + · · ·+ x+ 1) = 2z.
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Kako je xy−1 + xy−2 + · · ·+ x+ 1 paran broj, to je y − 1 = 2k + 1, gde
je k nenegativan ceo broj, pa sledi

(x− 1)(x+ 1)(xy−2 + xy−4 + · · ·+ 1) = 2z.

Broj (x− 1)(x+1) je stepen dvojke sa prirodnim eksponentom, ako i

samo ako x ∈ {−3, 3}. Za x = 3 dobijamo 9k+9k−1+ · · ·+1 = 2z−3, tj.

2z = 9k+1− 1 = (3k+1− 1)(3k+1+1), odakle sledi k = 0, y = 2, z = 3,
tj. re{ewe je trojka (3, 2, 3). Za x = −3 dobijamo re{ewe (−3, 2, 3).

226. U skupu prirodnih brojeva re{iti jedna~ine:

(1) x! + 2y = 5555;
(2) x! + 2 = p2, gde je p prost broj.

Re{ewe. (1) Ako je x = 1 onda je i x! = 1, pa je 2y = 5554, tj.
y = 2777. Ako je x > 2, tada je x! paran broj, pa je i x! + 2y paran
broj, a 5 555 je neparan broj. Prema tome, jedino re{ewe jedna~ine
je (x, y) = (1, 2 777).

(2) Za x = 1 dobija se p2 = 3, pa jedna~ina nema re{ewa. Za x = 2
dobija se p = 2. Za x > 3 je x! paran broj, pa je i broj x! + 2 tako|e
paran. Me|utim, prost broj p > 2 je neparan, pa je i p2 neparan.
Zna~i jedino re{ewe je (x, p) = (2, 2).

227. Na}i sve parove prirodnih brojeva m i n takvih da va`i

m! + 3 = n2.

Re{ewe. Ako je broj m! deqiv sa 3, tj. ako je m > 3, ima}emo da
3 | m! + 3, pa 3 | n2, odakle sledi da 9 | n2, pa i da 9 | m! + 3. Za
m = 3, m! + 3 = 9 = 32, pa je n = 3. Za m = 4, 4! + 3 = 27 nije

potpun kvadrat. Tako|e, zam = 5, 5! + 3 = 123 nije potpun kvadrat.
Zam > 6,m! + 3 = 9 · (· · · ) + 3, pa 9 - m! + 3.

Ako broj m! nije deqiv sa 3, tada je m = 1 ili m = 2. Za m = 1,
m! + 3 = 4 = 22, pa je n = 2. Za m = 2, m! + 3 = 7 nije potpun

kvadrat.
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Dakle, imamo dva re{ewam = 1, n = 2 im = 3, n = 3.

228. (Nacionalna matemati~ka olimpijada�regionalna runda,

Bugarska 2002) Na}i sve trojke (x, y, z) prirodnih brojeva takvih da
je

x! + y! = 15 · 2z!.

Re{ewe.Ako je x > 6 i y > 6 tada je x!+y! deqivo sa 9, dok 15 ·2z!
nije. Dakle, mo`emo pretpostaviti da je y 6 x i y 6 5. Tada je

x!

y!
+ 1 =

15 · 2z!

y!
.

Ceo broj
15 · 2z!

y!
je neparan samo ako je z = 1 i u tom slu~aju je x = 4

i y = 3. Ako je z > 2, tada je ceo broj
x!

y!
neparan, odakle sledi ili

da je x = y ili x = y + 1 i x neparan. U prvom slu~aju 15 deli y!, pa
je y = 5 i z = 4!, {to je nemogu}e. U drugom slu~aju dobijamo ili da

je y = 2, x = 3 ili y = 4, x = 5, {to je tako|e nemogu}e. Prema tome,
tra`ene trojke su (4, 3, 1) i (3, 4, 1).

229. Odrediti prirodan broj x tako da je 1!+2!+ · · ·+x! potpun
kvadrat nekog prirodnog broja.

Re{ewe. Neka je 1! + 2! + · · · + x! = y2. Razlikujemo slede}e

mogu}nosti:

(i) x = 1⇒ y2 = 1! = 1⇒ y = 1

(ii) x = 2 ⇒ y2 = 1! + 2! = 3 � u ovom slu~aju nema celobrojnih

re{ewa

(iii) x = 3⇒ y2 = 1! + 2! + 3! = 9⇒ y = 3
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(iv) x = 4 ⇒ y2 = 1! + 2! + 3! + 4! = 33 � u ovom slu~aju nema

celobrojnih re{ewa

(v) x > 5⇒ y2 = 1! + 2! + 3! + 4! + 5! + · · ·+ x! = 33+ 5! + · · ·+ x!
brojevi 5!, 6!, . . . , x! se zavr{avaju cifrom 0, pa je u ovom slu~aju
y2 = 33+10k, tj. broj y2 se zavr{ava cifrom 3. Kontradikcija.

Dakle, x = 1 ili x = 3.

230. Postoje li prirodni brojevi x, y, z takvi da je x! + y! = z! ?

Re{ewe. O~igledno je da mora biti x < z i y < z. Tada je

x!+y! = z! = z(z−1) · · · (y+1)y(y−1) · · · 2 ·1 = z(z−1) · · · (y+1)y!,

odakle se dobija

x! = z(z − 1) · · · (y + 1)y!− y! = y!(z(z − 1) · · · (y + 1)− 1).

Razlikujemo slede}e slu~ajeve:

(i) x < y ⇒ x! < y! � jedna~ina nema re{ewa.

(ii) x = y ⇒ z(z−1) · · · (y+1)−1 = 1, pa je z(z−1) · · · (y+1) = 2
{to zna~i da je z = 2, a x = y = 1.

(iii) x > y � tada je x > 2 i

x! = x(x− 1) · · · (y + 1)y! = y!(z(z − 1) · · · (y + 1)− 1),

pa se posle deqewa sa y! dobija

x(x− 1) · · · (y + 1) = z(z − 1) · · · (y + 1)− 1.

O~igledno je da mora biti x > y + 1. Tada je leva strana

prethodne jedna~ine uvek parna, a desna neparna, pa jedna~ina

nema re{ewa.
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Dakle, jedino re{ewe je x = y = 1, z = 2.

231. Ako su x, y, z razli~iti prirodni brojevi re{iti jedna~inu

1

x
+

1

y
+

1

z
= 1.

Re{ewe. Ne umawuju}i op{tost (zbog simetri~nosti jedna~ine)

mo`emo pretpostaviti da je x > y > z. Tada je
1

x
<

1

y
<

1

z
, pa je

3

x
<

1

x
+

1

y
+

1

z
<

3

z
,

odakle je
3

x
< 1 i

3

z
> 1, odnosno x > 3 i z < 3. O~igledno je da su

x, y, z razli~iti od 1, pa je zbog z < 3 jedina mogu}nost z = 2. Tada

je
1

x
+

1

y
=

1

2
. Kako je

2

x
<

1

x
+

1

y
<

2

y
,

pa je
1

2
<

2

y
, odakle je y < 4. Kako je po pretpostavci y > z to je

y = 3. Sada se lako dobija x = 6.
Dakle, re{ewe jedna~ine je bilo koja permutacija skupa {6, 3, 2}.

232. Dokazati da jedna~ina

1

x
+

1

y
+

1

z
=

1

2 007

ima kona~an broj re{ewa u skupu prirodnih brojeva.

Re{ewe. Smenom x = 2007a, y = 2007b, z = 2007c jedna~ina se
svodi na

1

a
+

1

b
+

1

c
= 1.
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233. (Zimsko matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 1999, 8. razred)

Na}i sve prirodne brojeve x i y takve da va`i:

(a)
1

x
− 1

y
=

1

3
; (b)

1

x
+

1

y
=

1

3
+

1

xy
.

Re{ewe. (a) Jedna~ina je ekvivalentna sa 3y − 3x = xy, odakle je

x = 3− 9

y + 3
. Prema tome, y + 3 = 9, pa je y = 6 i x = 2.

(b) Neka je x 6 y. Tada je

1

3
=

1

x
+

1

y
− 1

xy
6 2

x
− 1

xy
=

2y − 1

xy
<

2y

xy
=

2

x
,

pa je x < 6.
Za x = 1, x = 2 ili x = 3 nema re{ewa; x = 4 implicira y = 9

i x = 5 implicira y = 6. Ista argumentacija koristi se i za slu~aj
x > y.

Dakle, skup re{ewa je: R = {(4, 9), (5, 6), (6, 5), (9, 4)}.

234. U skupu prirodnih brojeva re{iti jedna~inu

1

x2
+

1

y2
+

1

z2
+

1

u2
= 1.

Re{ewe. Sli~no kao u prethodnom zadatku mo`emo pretpostavi-

ti da je x 6 y 6 z 6 u i tada je
1

u2
6 1

z2
6 1

y2
6 1

x2
, pa je

4

u2
6 1

x2
+

1

y2
+

1

z2
+

1

u2
= 1 6 4

x2
.

Sli~nom analizom kao u prethodnom zadatku dobijamo da je jedino

re{ewe jedna~ine x = y = z = u = 2.

235. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 1 ne postoji strogo
rastu}i niz prirodnih brojeva a1, a2, . . . , an takav da je

1

a21
+

1

a22
+ · · ·+ 1

a2n
= 1.
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Re{ewe. Sigurno je a1 ̸= 1, pa iz a1 < a2 < · · · < an sledi da je
a1 > 2, a2 > 3, . . . , an > n+ 1, pa je

1

a21
6 1

22
,

1

a22
6 1

32
, . . . ,

1

a2n
6 1

(n+ 1)2
.

Sada je

1

a21
+

1

a22
+ · · ·+ 1

a2n
6 1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

(n+ 1)2

6 1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)

= 1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ · · ·+ 1

n
− 1

n+ 1
= 1− 1

n
< 1,

pa jedna~ina nema re{ewa.

236. (Zimsko matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 2002, 9. razred)

Na}i sve prirodne brojeve n takve da jedna~ina

1

x2
1

+
1

x2
2

+ · · ·+ 1

x2
n

=
n+ 1

x2
n+1

ima re{ewe u skupu prirodnih brojeva.

Re{ewe. Ako je n = 1, jedna~ina postaje 2 =
x2
2

x2
1

i, po{to je
√
2 iracionalan broj, jedna~ina nema re{ewa u skupu prirodnih

brojeva.

Ako je n = 2 imamo

1

x2
1

+
1

x2
2

=
3

x2
3

,

odnosno (x2x3)
2 + (x1x3)

2 = 3(x1x2)
2, tj. a2 + b2 = 3c2 za a = x2x3,

b = x1x3 i c = x1x2. Po{to su kvadrati celih brojeva kongruentni
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0 ili 1 po modulu 3, zakqu~ujemo da su a i b deqivi sa 3. Neka je

a = 3a1 i b = 3b1. Posle zamene i skra}ivawa zakqu~ujemo da je i c
deqivo sa 3. Neka je c = 3c1. Onda dobijamo a21 + b21 = 3c21. Na isti
na~in se pokazuje da su a1, b1 i c1 deqivi sa 3 itd. Prema tome, za
svakom ∈ N su brojevi a, b i c deqivi sa 3m, {to je mogu}e samo ako
je a = b = c = 0. Kontradikcija, jer je a = x2x3 ̸= 0.

Poka`imo sada da za n > 3 data jedna~ina ima re{ewa u skupu
N. Dovoqno je dokazati da to va`i za n = 3. Naime, ako je

1

x2
1

+
1

x2
2

+
1

x2
3

=
4

x2
4

,

tada je
1

x2
1

+
1

x2
2

+
1

x2
3

+
1

x2
4

+ · · ·+ 1

x2
4︸ ︷︷ ︸

n−3

=
n+ 1

x2
4

.

Da bismo na{li re{ewe za n = 3, uo~imo jednakost

1

152
+

1

202
=

1

122
.

Sada je (
1

152
+

1

202

)
1

122
=

1

(122)2
,

odakle dobijamo

1

(15 · 12)2
+

1

(20 · 15)2
+

1

(20 · 20)2
=

1

(122)2
=

4

(2 · 122)2
.

237. U skupu trouglova ~ije su du`ine stranica uzastopni pri-

rodni brojevi, odrediti one ~ija je povr{ina prirodan broj.
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Re{ewe.Neka su n− 1, n, n+1 du`ine stranica trougla (n > 1).
Po Heronovom obrascu dobijamo da je

P =
n

2

√
3

((n
2

)2
− 1

)
.

Neka je
n

2
= x, P = x

√
3(x2 − 1). Iz uslova P ∈ N sledi da

mora biti x2 − 1 = 3y2, za neki prirodan broj y. Re{ewa posledwe
(Pelove) jedna~ine u skupu prirodnih brojeva su (xn, yn), gde je

xn : 2, 7, 26, 97, . . .

yn : 1, 4, 15, 56, . . .

Kako je n = 2x (x > 0, n > 2) imamo da n ∈ {4, 14, 52, 194, . . . }, pa su
du`ine stranica trougla:

(3, 4, 5); (13, 14, 15); (51, 52, 53); (193, 194, 195); . . .

238. Dokazati da jedna~ina:

(1) x2 − 2y2 = −1;

(2) x2 − 2y2 = −7;

(3) x2 − 2y2 = 7

ima beskona~no mnogo re{ewa u skupu prirodnih brojeva.

Re{ewe. (1)Nije te{ko videti da je par (1, 1) re{ewe date jedna-
~ine. Formulom

xn + yn
√
2 =

(
1 +
√
2
)2n−1

, n ∈ N,
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dato je beskona~no mnogo re{ewa date jedna~ine. Zaista, iz

xn+yn
√
2 =

(
1 +
√
2
)2n−1

i xn−yn
√
2 =

(
1−
√
2
)2n−1

, n ∈ N,

sledi

x2
n − 2y2n =

(
xn + yn

√
2
)(

xn − yn
√
2
)

=
(
1 +
√
2
)2n−1 (

1−
√
2
)2n−1

= −1.

(2) Po{to je par (1, 2) re{ewe date jedna~ine, beskona~no mnogo
re{ewa (xn, yn), n ∈ N, dobijamo iz

xn + yn
√
2 =

(
1 + 2

√
2
)(

3 + 2
√
2
)n

, n ∈ N,

jer je (3, 2) re{ewe jedna~ine x2 − 2y2 = 1.

239. Neka je D prirodan broj koji nije potpun kvadrat i m ceo

broj razli~it od nule. Ako jedna~ina x2 − Dy2 = m ima re{ewa u

skupu celih brojeva, dokazati da ih ima beskona~no mnogo.

Re{ewe. Neka je par (x′, y′) jedno re{ewe date jedna~ine, tj. neka
je x′2 −Dy′2 = m. Neka je, daqe, sa

xn + yn
√
D =

(
x1 + y1

√
D
)n

, n ∈ N,

dat niz (xn, yn), n ∈ N, re{ewa jedna~ine x2 − Dy2 = 1 ((x1, y1) je
minimalno re{ewe posledwe jedna~ine). Tada nije te{ko dokazati,

da

x′
n + y′n

√
D =

(
x′ + y′

√
D
)(

x1 + y1
√
D
)n

, n ∈ N,

daje beskona~an niz (x′
n, y

′
n), n ∈ N, re{ewa jedna~ine x2 −Dy2 =

m.
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240. Za dati prirodan broj n na}i par prirodnih brojeva (x, y)
za koje va`i x2 − 5y2 = 1996n.

Re{ewe. Primetimo da je

1 996 = 492 − 5 · 92 =
(
49− 9

√
5
)(

49 + 9
√
5
)
.

Daqe,(
49− 9

√
5
)n

= 49n −
(
n

1

)
49n−1 · 9

√
5 +

(
n

2

)
49n−2

(
9
√
5
)2

− · · ·+ (−1)n
(
9
√
5
)n

,

(
49 + 9

√
5
)n

= 49n +

(
n

1

)
49n−1 · 9

√
5 +

(
n

2

)
49n−2

(
9
√
5
)2

+ · · ·+
(
9
√
5
)n

.

Odatle je 1 996n =
(
49− 9

√
5
)n (

49 + 9
√
5
)n

= x2 − 5y2, gde je

x = 49n +

(
n

2

)
49n−2

(
9
√
5
)2

+ · · ·

y =

(
n

1

)
49n−1 · 9 +

(
n

3

)
49n−3 · 93 · 5 + · · ·

241. Ako je p prost broj oblika 4k + 1, k ∈ N, onda jedna~ina
x2 − py2 = −1 ima re{ewa u skupu prirodnih brojeva.

Re{ewe.Neka je (x′, y′)minimalno re{ewe jedna~ine x2−py2 = 1.
Dakle, x′2 − py′2 = 1. Doka`imo da je y′ paran broj. Zaista, ako bi
y′ bio neparan broj, onda bismo imali y′2 ≡ 1 (mod 4), pa bi bilo
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x′2 = py′2 +1 ≡ 1+ 1 ≡ 2 (mod 4), {to je nemogu}e. Dakle, y′ = 2y0,
za neki prirodan broj y0. Iz x

′2 − 1 = 4py20 sledi da je:

(1)

{
x′ − 1 = 2pu2

x′ + 1 = 2v2
ili (2)

{
x′ − 1 = 2u2

x′ + 1 = 2pv2

za neke prirodne brojeve u i v takve da je y0 = uv. Iz (1) dobijamo
da je 2v2 − 2pu2 = 2, tj. v2 − pu2 = 1, {to je nemogu}e zbog u 6 uv =
y0 < 2y0 = y′. Dakle, va`i (2), odakle sledi da je u2 − pv2 = −1.

242. Ako je D prirodan broj oblika 4k + 3, k ∈ N, dokazati da
jedna~ina x2 −Dy2 = −1 nema re{ewa u skupu prirodnih brojeva.

Re{ewe. Kvadrati prirodnih brojeva pri deqewu sa 4 mogu da-

vati ostatak 0 ili 1. Dakle, ako bi data jedna~ina imala re{ewa

(x, y), imali bismo da je

Dy2 ≡ 0 (mod 4) ili Dy2 ≡ 3 (mod 4),

dok je

x2 + 1 ≡ 1 (mod 4) ili x2 + 1 ≡ 2 (mod 4).

243. Dokazati da za proizvoqan ceo broj k jedna~ina

x2 − (k2 − 1)y2 = −1

nema re{ewa u skupu celih brojeva.

244. Dokazati da jedna~ine:

x2 − 3y2 = 2, x2 − 5y2 = 2 i x2 − 7y2 = 3

nemaju re{ewe u skupu prirodnih brojeva.

245. Dokazati da postoji beskona~no mnogo prirodnih brojeva

n takvih da jedna~ina

(x+ y + z)3 = n2xyz
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ima re{ewe u skupu prirodnih brojeva.

Re{ewe. Potra`imo re{ewa (x, y, z) date jedna~ine takva da je
z = k(x + y), gde je k prirodan broj. Tada datu jedna~inu mo`emo

zapisati u obliku

((x+ y) + k(x+ y))3 = n2xyk(x+ y),

tj.

(∗) (k + 1)3(x+ y)2 = n2kxy.

Ako jedna~ina (∗) ima re{ewe za neke n i k onda je to slu~aj i sa

zadatom jedna~inom. Neka je n = 3k + 3. Tada se (∗) mo`e zapisati
u obliku

(k + 1)(x+ y)2 = 9kxy.

Dovoqno je dokazati da posledwa jedna~ina ima re{ewe (x, y) za
beskona~no mnogo k, ili ekvivalentno, da kvadratna jedna~ina po t
(t = x

y
)

(k + 1)(t+ 1)2 − 9kt = 0, tj. (k + 1)t2 − (7k − 2)t+ (k + 1) = 0

ima pozitivno racionalno re{ewe za beskona~no mnogo k. Posled-
we tvr|ewe va`i ako i samo ako je diskriminanta

D = (7k − 2)2 − 4(k + 1)2 = 9k(5k − 4)

potpun kvadrat za beskona~no mnogo k. Stavqaju}i da je k = u2

problem se svodi na dokazivawe da jedna~ina

5u2 − 4 = v2

ima beskona~no mnogo re{ewa (u, v) u skupu celih brojeva, {to je

ta~no prema zadatku 239.
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246. (Nacionalna matemati~ka olimpijada�finalna runda, Bu-

garska 2001) Data je jedna~ina

(p+ 2)x2 − (p+ 1)y2 + px+ (p+ 2)y = 1,

gde je p fiksiran prost broj oblika 4k + 3. Dokazati da va`i:
(a) ako je (x0, y0) re{ewe jedna~ine, x0, y0 ∈ N, tada p | x0;

(b) data jedna~ina ima beskona~no mnogo re{ewa (x0, y0), gde su
x0, y0 ∈ N.

Re{ewe. (a) Obele`imo y−1 = z i zapi{imo jedna~inu u obliku

(∗) x2 = (z − x)((p+ 1)(z + x) + p).

Ako su z−x i (p+1)(z+x)+p uzajamno prosti onda su oni potpuni
kvadrati, {to je nemogu}e jer je broj (p+1)(z+x)+ p oblika 4k+3.
Neka je q zajedni~ki delilac posmatranih brojeva. Iz (∗) sledi da
q | x, a zatim i da q | z. Po{to q | (p + 1)(z + x) + p imamo da q | p,
tj. da je q = p, odakle sledi tvr|ewe.

(b) Dovoqno je dokazati da jedna~ina (∗) ima beskona~no mnogo
re{ewa u skupu prirodnih brojeva. Neka je x = px1 i z = pz1. Tada
je

x2
1 = (z1 − x1)((p+ 1)(z1 + x1) + 1),

pa postoje prirodni brojevi a i b takvi da je z1 − x1 = a2, x1 = ab i
(p+ 1)(z1 + x1) + 1 = b2. Sada sledi

(∗∗) (p+ 2)b2 − (p+ 1)(a+ b)2 = 1.

Neka je (√
p+ 2 +

√
p+ 1

)2k+1

= mk

√
p+ 2 + nk

√
p+ 1

za bilo koje k = 0, 1, . . . , gde su mk i nk prirodni brojevi. Tada je

o~igledno(√
p+ 2−

√
p+ 1

)2k+1

= mk

√
p+ 2− nk

√
p+ 1
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i posle mno`ewa dobijamo da je

(p+ 2)m2
k − (p+ 1)n2

k = 1,

tj. b = mk i a + b = nk su re{ewa jedna~ine (∗∗). Prema tome,

x = pmk(nk − mk) i z = pnk(nk − mk) su re{ewa jedna~ine (∗).
Tvr|ewe (b) sledi iz ~iwenice da su oba nizam1,m2, . . . i n1, n2, . . .
strogo rastu}a.

5.4. Kongruencije vi{eg reda

Neka je

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0, an ̸= 0

polinom sa celobrojnim koeficijentima. Za izabrani ceo broj m,

ako je an ̸≡ 0 (mod m), ka`emo da je kongruencija

P (x) ≡ 0 (mod m)

reda n po modulum.

Za n = 1 imamo linearne kongruencije oblika ax ≡ b (mod m),
~ije je re{avawe ekvivalentno re{avawu linearne Diofantove jed-

na~ine ax−my = b.
Kongruencije vi{eg reda su kongruencije reda n > 2. Re{ewe te

kongruencije je svaki broj x za koji jem | P (x).
Broj re{ewa jednak je broju klasa ostataka po modulu m koje

zadovoqavaju kongruenciju. Broj re{ewa kongruencije vi{eg reda

ne mora biti jednak redu kongruencije, mo`e biti mawi, ali mo`e

biti i ve}i.
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PRIMER 5.13. Kongruencija x2 + x − 1 ≡ 2 (mod 4) nema re{ewa.

Lako se proverava da nijedan od brojeva iz potpunog sistema ostata-

ka {0, 1, 2, 3} ne zadovoqava kongruenciju.
Kongruencija x2+x−1 ≡ 1 (mod 4) ima dva re{ewa: zadovoqavaju

je brojevi 1 i 2 iz potpunog sistema ostataka po modulu 4.
Kongruencija x2 − 1 ≡ 0 (mod 24) ima osam re{ewa. Wu zadovo-

qavaju slede}i brojevi iz potpunog sistema ostataka po modulu 24:
1, 5, 7, 11, 13, 17, 19 i 23.

TEOREMA 5.5. Ako u polinomu sa celobrojnim koeficijentima

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0

prost broj p ne deli an, tada kongruencija

P (x) ≡ 0 (mod p)

ima najvi{e n razli~itih re{ewa.

DOKAZ. Dokaza}emo teoremu indukcijom po n. Za n = 1 tvr|ewe

va`i. Naime, linearna kongruencija a1x + a0 ≡ 0 (mod m) ima
re{ewe ako i samo ako (a1,m) | a0 (videti Linearne Diofantove

jedna~ine � strana 150). Ako je x0 re{ewe te kongruencije, tada nije

te{ko videti da ona ima d = (a1,m) re{ewa:

x0, x0 +
m

d
, . . . , x0 +

(d− 1)m

d
.

Linearna kongruencija a1x+ a0 ≡ 0 (mod p) ima jedinstveno re{e-
we jer je po pretpostavci (a1, p) = 1.

Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za polinome stepena maweg od

n. Pretpostavimo da za neki polinom P (x) = anx
n+ · · ·+a0 stepena

n > 1 tvr|ewe ne va`i. Tada kongruencijaP (x) ≡ 0 (mod p)imabar



204 TEORIJA BROJEVA

n+1 re{ewa nekongruentnih pomodulu p. Neka su to x1, x2, . . . , xn+1.

Tada je

P (x)− P (x1) = an(x
n − xn

1 ) + · · ·+ a1(x− x1) = (x− x1)Q(x),

gde jeQ(x) = anx
n−1+ · · · polinom sa celobrojnim koeficijentima,

pa dobijamo

(x− x1)Q(x) ≡ P (x)− P (x1) (mod p),

odakle, zbog P (x1) ≡ 0 (mod p), dobijamo kongruenciju

(x− x1)Q(x) ≡ P (x) (mod p).

Zamewuju}i u posledwoj kongruenciji x redom sa x2, . . . , xn+1 dobi-

jamo kongruencije:

(x2 − x1)Q(x2) ≡ 0 (mod p),
...

(xn+1 − x1)Q(xn+1) ≡ 0 (mod p),

odnosno, nakon skra}ivawa redom sa x2 − x1, . . . , xn+1 − x1 (skra}i-

vawe je mogu}e jer su re{ewa x1, x2, . . . , xn+1 po parovima nekongru-

entna po modulu p, tj. sve posmatrane razlike su uzajamno proste sa
p � videti teoremu 4.3. 1.):

Q(x2) ≡ 0 (mod p), . . . , Q(xn+1) ≡ 0 (mod p).

To zna~i da kongruencija Q(x) ≡ 0 (mod p), koja je reda n − 1, ima
n re{ewa, {to je u kontradikciji sa indukcijskom pretpostavkom.

Time je tvr|ewe dokazano.
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5.4.1. Kvadratne kongruencije

Posebno }emo se pozabaviti najjednostavnijim oblikom kongru-

encija drugog reda (kvadratnih kongruencija).

Posmatra}emo jedna~ine oblika

(∗) x2 ≡ a (mod p), (a, p) = 1, p− neparan prost broj.

Ako je x1 neko re{ewe jedna~ine (∗), tada je i −x1 weno re{ewe

razli~ito (po modulu p) od x1.

Naravno, re{ewa jedna~ine (∗) tra`imo u skupu {0, 1, . . . , p− 1},
jer ako je x0 re{ewe, tada je i svaki broj iz wegove klase kongruencije

po modulu p tako|e re{ewe jedna~ine (∗).

TEOREMA 5.6. U svedenom sistemu ostataka {1, 2, . . . , p−1} po modu-
lu p ima ta~no

p− 1

2
brojeva koji su kongruentni kvadratima celih

brojeva po modulu p.

DOKAZ. Kvadratima celih brojeva po modulu p kongruentni su bro-
jevi

12, 22, . . . ,

(
p− 1

2

)2

.

Me|u tim brojevima nema kongruentnih po modulu p. Naime, ako bi
postojali brojevi r i s takvi da va`i

r2 ≡ s2 (mod p) i 0 < r < s 6 p− 1

2
,

tada bi va`ilo r2 − s2 ≡ 0 (mod p), tj. (r − s)(r + s) ≡ 0 (mod p),
odakle sledi p | r − s ili p | r + s. Kontradikcija.
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TEOREMA 5.7. (Ojlerov kriterijum) Ako je p neparan prost broj i ako

je (a, p) = 1, tada jedna~ina (∗) ima dva ili nijedno re{ewe, zavisno
od toga da li je a

p−1
2 ≡ 1 (mod p) ili a

p−1
2 ≡ −1 (mod p).

DOKAZ. Prema Maloj Fermaovoj teoremi je ap−1 ≡ 1 (mod p), odno-
sno (

a
p−1
2 − 1

)(
a

p−1
2 + 1

)
≡ 0 (mod p).

Kako ne mogu oba ~inioca na levoj strani posledwe kongruencije

biti deqiva sa p (jer bi tada i wihova razlika, 2, bila deqiva sa p),
to va`i jedna i samo jedna od kongruencija:

a
p−1
2 ≡ 1 (mod p), a

p−1
2 ≡ −1 (mod p).

Ako jedna~ina (∗) ima re{ewe x, tada va`i

a
p−1
2 ≡ xp−1 ≡ 1 (mod p).

Va`i i obrnuto, ako je a
p−1
2 ≡ 1 (mod p), tada jedna~ina (∗) ima

re{ewe, a ve} smo napomenuli da jedna~ina (∗) ne mo`e imati ta~no
jedno re{ewe.

PRIMER 5.14. Jedna~ina x2 ≡ 5 (mod 29) ima dva re{ewa (x1 ≡ 11,

x2 ≡ 18) jer je 5
29−1

2 = 514 ≡ 1 (mod 29), dok jedna~ina x2 ≡ 3

(mod 29) nema re{ewa jer je 3
29−1

2 = 314 ≡ −1 (mod 29).

DEFINICIJA 5.1. Neka je p neparan prost broj i (a, p) = 1. Le`and-

rov simbol broja a u odnosu na p, u oznaci

(
a

p

)
je

(
a

p

)
=

{
+1, x2 ≡ a (mod p) ima dva re{ewa

−1, x2 ≡ a (mod p) nema re{ewa
.
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PRIMER 5.15.

(
7

19

)
= +1,

(
5

17

)
= −1.

Prema definiciji 5.1. i teoremi 5.7. va`i:(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

TEOREMA 5.8. (Gausov kriterijum) Neka je p neparan prost broj i a
ceo broj uzajamno prost sa p. Tada je(

a

p

)
= (−1)k,

pri ~emu je k broj onih elemenata skupa S =

{
a, 2a, . . . ,

p− 1

2
a

}
~iji je najmawi po apsolutnoj vrednosti ostatak pri deqewu sa p
negativan.

DOKAZ. Svaki element skupa S kongruentan je ta~no jednom broju

svedenog sistema ostataka po modulu p:

−p− 1

2
, . . . ,−2,−1, 1, 2, . . . , p− 1

2
,

odnosno, svakom broju sa iz S odgovara broj (−1)ksrs, takav da va`i
sa ≡ (−1)ksrs (mod p), gde je 1 6 rs 6

p− 1

2
i ks jednako 0 ili 1, pri

~emu je ks = 1 ako i samo ako je najmawi po apsolutnoj vrednosti

ostatak broja sa pri deqewu sa p negativan.
Ako su sa i ta, s ̸= t, dva broja skupa S, tada je rs ̸= rt. Zaista,

ako bi bilo rs = rt, tj.

sa ≡ (−1)ksrs (mod p) i ta ≡ (−1)ktrs (mod p),
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imali bismo da je sa ≡ ±ta (mod p), tj. da p | (s∓t)a. Me|utim, kako

je 1 6 s 6 p− 1

2
, 1 6 t 6 p− 1

2
, s ̸= t, sledi da je 0 < |s± t| 6 p− 1

2
,

pa p - s± t, tj. p | a suprotno pretpostavci teoreme.
Dakle, svakom elementu sa skupa S odgovara ta~no jedan broj rs

skupa

{
1, 2, . . . ,

p− 1

2

}
, pa je

r1r2 · · · r p−1
2

= 1 · 2 · . . . · p− 1

2
.

Ozna~imo posledwi proizvod sa P . Mno`ewem kongruencija:

1 · a ≡ (−1)k1r1 (mod p)
2 · a ≡ (−1)k2r2 (mod p)

...
p− 1

2
· a ≡ (−1)

k p−1
2 r p−1

2
(mod p)

dobijamo da je

P · a
p−1
2 ≡ (−1)

k1+k2+···+k p−1
2 · P (mod p),

pa kako je P uzajamno prosto sa p, da je

a
p−1
2 ≡ (−1)

k1+k2+···+k p−1
2 (mod p).

Prema Ojlerovom kriterijumu (teorema 5.7.) je

a
p−1
2 ≡

(
a

p

)
(mod p),

pa je (
a

p

)
≡ (−1)

k1+k2+···+k p−1
2 (mod p).
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Leva i desna strana posledwe kongruencije su po apsolutnoj vred-

nosti jednake 1, pa po{to su kongruentne po modulu p sledi da je(
a

p

)
= (−1)

k1+k2+···+k p−1
2 = (−1)k,

pri ~emu je k jednako broju celih brojeva ks jednakih 1, tj. broju onih
elemenata skupa S ~iji je najmawi po apsolutnoj vrednosti ostatak

pri deqewu sa p negativan.

Osobine Le`androvog simbola dajemo u slede}oj teoremi.

TEOREMA 5.9. Neka je p neparan prost broj.

(1) Ako su a i b celi brojevi uzajamno prosti sa p takvi da je a ≡ b

(mod p), tada je

(
a

p

)
=

(
b

p

)
.

(2) Ako su a1, a2, . . . , an celi brojevi takvi da je (ai, p) = 1, i =
1, 2, . . . , n, pri ~emu je p neparan prost broj, tada je(

a1a2 · · · an
p

)
=

(
a1
p

)(
a2
p

)
· · ·
(
an
p

)
.

(3) Ako je a ceo broj uzajamno prost sa neparnim prostim brojem

p, tada va`i

(
a2

p

)
= 1.

(4)

(
−1
p

)
=

{
+1, ako je p ≡ 1 (mod 4)
−1, ako je p ≡ 3 (mod 4)

.

(5)

(
2

p

)
= (−1) p2−1

8 .

DOKAZ. Tvr|ewa pod (1), (2) i (3) lako se dokazuju. To ostavqamo
~itaocima da sami urade.

(4) Prema Ojlerovom kriterijumu imamo da je(
−1
p

)
≡ (−1)

p−1
2 (mod p).
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I leva i desna strana posledwe kongruencije po apsolutnoj vred-

nosti jednake su jedinici, pa one mogu biti kongruentne po modulu

p (p > 2), jedino ako su jednake, tj. ako je(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 .

Broj (−1) p−1
2 jednak je +1 ili −1, ako je p ≡ 1 (mod 4) ili p ≡ 3

(mod 4), redom.

(5) Ako je p = 8n + 1 ili p = 8n + 7, tada je
p2 − 1

8
paran broj,

a ako je p = 8n + 3 ili p = 8n + 5,
p2 − 1

8
je neparan broj, pa treba

dokazati da je(
2

p

)
=

{
+1, ako je p ≡ 1 (mod 8) ili p ≡ 7 (mod 8)
−1, ako je p ≡ 3 (mod 8) ili p ≡ 5 (mod 8)

.

Prema Gausovom kriterijumu imamo da je

(
2

p

)
= (−1)k, pri

~emu je k broj elemenata skupa

{
1 · 2, 2 · 2, . . . , p− 1

2
· 2 = p− 1

}
, tj.

skupa S = {2, 4, 6, . . . , p − 1} parnih brojeva mawih od p − 1 ~iji je
najmawi po apsolutnoj vrednosti ostatak pri deqewu sa p negati-

van. Najmawi po apsolutnoj vrednosti ostatak pri deqewu nekog

broja iz S sa p je negativan ako je taj broj ve}i od
p

2
. Po{to par-

nih prirodnih brojeva mawih ili jednakih
p

2
ima

[p
4

]
, sledi da je

k =
p− 1

2
−
[p
4

]
. Sada,

� ako je p = 8n+ 1, imamo k = 4n− 2n = 2n,

� ako je p = 8n+ 3, imamo k = (4n+ 1)− 2n = 2n+ 1,
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� ako je p = 8n+ 5, imamo k = (4n+ 2)− (2n+ 1) = 2n+ 1,

� ako je p = 8n+ 7, imamo k = (4n+ 3)− (2n+ 1) = 2(n+ 1),

pa je

(
2

p

)
= (−1)k jednako 1, ako je prost broj p oblika 8n + 1 ili

8n+ 7, dok je jednako −1, ako je p oblika 8n+ 3 ili 8n+ 5.

PRIMER 5.16. Poka`imo da postoji ceo broj x takav da 79 | x2 − 2.

Kako je 79 = 8 · 9 + 7, to je

(
2

79

)
= 1, pa postoji ceo broj x takav da

79 | x2 − 2.

TEOREMA 5.10. (Gausov zakon reciprociteta)Neka su p i q razli~iti
neparni prosti brojevi. Ako su p i q oba oblika 4k + 3, onda je jedna
od jedna~ina:

(∗∗) x2 ≡ p (mod q), x2 ≡ q (mod p)

re{iva, a druga nije. Ako p i q nisu oba oblika 4k + 3, tada su ili
obe jedna~ine (∗∗) re{ive ili nijedna, ili ekvivalentno, za neparne i
razli~ite proste brojeve p i q va`i:(

p

q

)
·
(
q

p

)
=

{
−1, ako je p ≡ 3 (mod 4) i q ≡ 3 (mod 4)
+1, ako je p ≡ 1 (mod 4) ili q ≡ 1 (mod 4)

,

tj. (
p

q

)
·
(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

· q−1
2 .

DOKAZ. Prema Gausovom kriterijumu nije te{ko zakqu~iti da je

(
p

q

)
= (−1)

p−1
2∑

s=1
[ qsp ]

i

(
q

p

)
= (−1)

q−1
2∑

s=1
[ psq ]

,
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pa je (
p

q

)
·
(
q

p

)
= (−1)

p−1
2∑

s=1
[ qsp ]+

q−1
2∑

s=1
[ psq ]

.

Sli~nim postupkom kao u zadatku 287 mo`e se dokazati da je

p−1
2∑

s=1

[
qs

p

]
+

q−1
2∑

s=1

[
ps

q

]
=

p− 1

2
· q − 1

2
(mod 2),

odakle direktno sledi tvr|ewe teoreme.

Na kraju, nave{}emo jednu dosta va`nu teoremu teorije brojeva:

TEOREMA 5.11. (Lagran`)Svaki prirodan broj se mo`e predstaviti

kao zbir ~etiri kvadrata celih brojeva.

DOKAZ. Primetimo najpre da za realne brojeve ai, bi (i = 1, 2, 3, 4)
va`i:

(1)
(
a21 + a22 + a23 + a24

) (
b21 + b22 + b23 + b24

)
= c21 + c22 + c23 + c24,

gde je:

c1 = a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4, c2 = a1b2 − a2b1 + a3b4 − a4b3,
c3 = a1b3 − a3b1 + a4b2 − a2b4, c4 = a1b4 − a4b1 + a2b3 − a3b2.

Prema tome, dovoqno je dokazati da tvr|ewe teoreme va`i za sve

proste brojeve. Za p = 2 tvr|ewe o~igledno va`i.
Neka je p neparan prost broj. Videli smo ve} da me|u brojevima

(2) 02, 12, 22, . . . ,

(
p− 1

2

)2
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ne postoje dva koja su kongruentna po modulu p. To isto va`i i za

brojeve:

(3) −1− 02, −1− 12, −1− 22, . . . , −1−
(
p− 1

2

)2

.

Kakobrojeva (2)i (3)ima ukupno p+1, tomoraju postojati dva koji su
kongruentni po modulu p. Jedan od wih mora biti iz jednog, a drugi

iz drugog skupa. Dakle, postoje celi brojevi a i b, 0 6 a, b 6 p− 1

2
takvi da je a2 ≡ −1− b2 (mod p), tj. a2 + b2 + 1 = pm, gde je

m =
1

p
(a2 + b2 + 1) 6 1

p

[
2

(
p− 1

2

)2

+ 1

]
=

p2 − 2p+ 3

2p
<

p

2
.

Dakle, za svaki neparan prost broj p postoji m ∈ Z, 1 6 m <
p

2
,

tako da va`i

mp = a2 + b2 + 12 + 02,

tj. da se broj mp mo`e predstaviti kao zbir ~etiri kvadrata. Neka
jem0 najmawi broj za koji postoji predstavqawe oblika

(4) m0p = a21 + a22 + a23 + a24, 1 6 m0 <
p

2
.

Ako doka`emo da jem0 = 1, to }e zna~iti da se svaki neparan prost
broj mo`e predstaviti kao zbir ~etiri kvadrata celih brojeva.

Dokaza}emo najpre da jem0 neparan broj. Pretpostavimo suprot-

no da jem0 = 2m1. Tada me|u brojevima a1, a2, a3, a4 mora biti paran
broj neparnih, pa bi se oni mogli numerisati tako da 2 | a1 ± a2 i
2 | a3 ± a4. Tada je

m1p =
1

2

(
a21 + a22 + a23 + a24

)
=

(
a1 + a2

2

)2

+

(
a1 − a2

2

)2

+

(
a3 + a4

2

)2

+

(
a3 − a4

2

)2

,
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{to je u kontradikciji sa izboromm0. Dakle, brojm0 je neparan.

Neka su ri ostaci pri deqewu ai sam0 i to najmawi po apsolutnoj

vrednosti, tj. |ri| <
m0

2
. Tada je

r21 + r22 + r23 + r24 ≡ a21 + a22 + a23 + a24 ≡ 0 (mod m0),

tj.

(5) r21 + r22 + r23 + r24 = m0t,

gde je

0 6 t =
1

m

(
r21 + r22 + r23 + r24

)
<

1

m0

· 4
(m0

2

)2
= m0.

Mno`ewem relacija (4) i (5), koriste}i (1), dobijamo

m2
0pt =

(
a21 + a22 + a23 + a24

) (
r21 + r22 + r23 + r24

)
= c21 + c22 + c23 + c24,

gde je c1 = a1r1+a2r2+a3r3+a4r4 ≡ a21+a22+a23+a24 ≡ 0 (mod m0),
c2 = a1r2−a2r1+a3r4−a4r3 ≡ a1a2−a2a1+a3a4−a4a3 ≡ 0 (mod m0),
i sli~no za c3 i c4. Zna~i, brojevi c1, c2, c3 i c4 su deqivi sam0. Sada

dobijamo

pt =

(
c1
m0

)2

+

(
c2
m0

)2

+

(
c3
m0

)2

+

(
c4
m0

)2

.

Na osnovu izbora broja m0 sledi da je t = 0, pa je i ri = 0, odnosno
ai ≡ 0 (mod m0). Tada va`i

m2
0 | a21 + a22 + a23 + a24 = m0p,

odakle sledi dam0 | p. Zbog uslova 1 6 m0 <
p

2
, sledi da mora biti

m0 = 1, {to je i trebalo dokazati.
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5.5. Zadaci

247. Neka je p > 2 prost broj i a, b celi brojevi. Na}i uslove

pod kojima kongruencija x2 + ax+ b ≡ 0 (mod p) ima re{ewa.

Re{ewe. Kako je (4, p) = 1, kongruencija x2 + ax+ b ≡ 0 (mod p)
ima re{ewa ako i samo ako 4x2 +4ax+4b ≡ 0 (mod p) ima re{ewa,
tj. (2x+ a)2 ≡ a2 − 4b (mod p) ima re{ewa.

Neka je D = a2 − 4b.

1. AkoD nije kongruentno kvadratu prirodnog broja po modulu

p, data kongruencija nema re{ewa.

2. Ako je a2 ≡ 4b (mod p), data kongruencija ima ta~no jedno

re{ewe (u skupu {0, 1, . . . , p− 1}).
3. Ako jeD ̸≡ 0 (mod p) iD je kongruentno kvadratu prirodnog

broja po modulu p, data kongruencija ima dva re{ewa.

248. Ako je p prost broj oblika 4n + 1 i kongruencija x2 ≡ a
(mod p) ima re{ewe, tada i kongruencija x2 ≡ −a (mod p) ima
re{ewe. Va`iiobrnuto: akopostojawe re{ewakongruencijex2 ≡ a
(mod p) povla~i postojawe re{ewa kongruencije x2 ≡ −a (mod p),
neparan prost broj p je oblika 4n+ 1. Dokazati.

Re{ewe. Neka je p = 4n + 1 i neka kongruencija x2 ≡ a (mod p)
ima re{ewe, npr. c2 ≡ a (mod p). Prema Vilsonovoj teoremi va`i:

−a = a(−1) ≡ a(p−1)! = a ·1 ·2 · . . . · p− 1

2
· p+ 1

2
· . . . ·(p−1) (mod p).

Kako je p− k ≡ −k (mod p) za k = 1, 2, . . . ,
p− 1

2
, to je

−a ≡ a ·
[
1 · 2 · . . . · p− 1

2

]
·
[
(−1) · (−2) · . . . ·

(
−p− 1

2

)]
(mod p)
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i kako je broj faktora u svakoj od sredwih zagrada jednak
p− 1

2
= 2n,

dakle, paran, to je

−a ≡ a ·
(
1 · 2 · . . . · p− 1

2

)2

≡
(
c · 1 · 2 · . . . · p− 1

2

)2

(mod p),

tj. kongruencija x2 ≡ −a (mod p) ima re{ewa.
Obrnuto, neka je b2 ≡ a (mod p) i c2 ≡ −a (mod p), 0 < b < p i

0 < c < p. Tada dobijamo:

cp−1 ≡
(
c2
) p−1

2 ≡ (−a)
p−1
2 = (−1)

p−1
2 a

p−1
2 ≡ (−1)

p−1
2 bp−1 (mod p).

Prema Maloj Fermaovoj teoremi je bp−1 ≡ cp−1 ≡ 1 (mod p), pa je

(−1)
p−1
2 ≡ 1 (mod p), odakle neposredno sledi da je

p− 1

2
= 2n, tj.

p = 4n+ 1.

249. Kongruencija P (x) ≡ 0 (mod p) reda n, n > p, gde je p
prost broj ekvivalentna je kongruenciji R(x) ≡ 0 (mod p), gde je
R(x) ostatak pri deqewu P (x) sa xp − x. Dokazati.

Re{ewe. Neka je Q(x) polinom takav da je

P (x) = (xp − x)Q(x) +R(x).

Onda je data kongruencija ekvivalentna kongruenciji

(xp − x)Q(x) +R(x) ≡ 0 (mod p),

odnosno, na osnovu Male Fermaove teoreme, kongruenciji

R(x) ≡ 0 (mod p).

250. Re{iti slede}u kongruenciju

x7 − 3x6 + x5 − x3 + 4x2 − 4x+ 2 ≡ 0 (mod 5).
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Re{ewe. Deqewem leve strane kongruencije sa x5 − x dobija se

ostatak x2 − 3x + 2, pa je na osnovu zadatka 249 data kongruencija
ekvivalentna sa kongruencijom x2−3x+2 ≡ 0 (mod 5), ~ija re{ewa
nalazimo proverom svih elemenata potpunog sistema ostataka po

modulu 5. Re{ewa su 1 i 2.

251. Neka su P (x),Q(x) iR(x) polinomi sa celobrojnim koefi-
cijentima takvi da je P (x) = Q(x)R(x) i p prost broj. Ako je broj
re{ewa kongruencije P (x) ≡ 0 (mod p) jednak stepenu polinoma

P (x), onda i svaka od kongruencija

Q(x) ≡ 0 (mod p) i R(x) ≡ 0 (mod p)

ima onoliko re{ewa koliki je stepen polinoma na levoj strani

kongruencije. Dokazati.

Re{ewe. Stepen polinoma P (x) jednak je zbiru stepena poli-

noma Q(x) i R(x). Nijedna od kongruencija Q(x) ≡ 0 (mod p) i
R(x) ≡ 0 (mod p) ne mo`e imati vi{e re{ewa nego {to je stepen

odgovaraju}eg polinoma, jer bi u suprotnom svi koeficijenti tog

polinoma bili deqivi sa p, pa bi to va`ilo i za polinom P (x). Ako
bi neka od tih kongruencija imala mawe re{ewa od stepena odgo-

varaju}eg polinoma, onda bi i broj re{ewa kongruencije P (x) ≡ 0
(mod p) bio mawi od stepena polinoma P (x).

252. Dokazati da svaka od kongruencija

x
p−1
2 ≡ 1 (mod p), x

p−1
2 ≡ −1 (mod p),

gde je p > 2 prost broj, ima ta~no
p− 1

2
re{ewa.

Re{ewe. Na osnovu Male Fermaove teoreme kongruencija

xp−1 − 1 ≡ 0 (mod p),
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ima p− 1 re{ewa, a kako je

xp−1 − 1 =
(
x

p−1
2 − 1

)(
x

p−1
2 + 1

)
to tvr|ewe sledi na osnovu zadatka 251.

253. Neka je p neparan prost broj. Dokazati da jedna~ina

x2 + 1 ≡ 0 (mod p)

ima re{ewa ako i samo ako je p ≡ 1 (mod 4).

254. Da li postoji ceo broj x takav da 127 | x2 + 1?

255. Da li kongruencija x2 ≡ 6 (mod 19) ima re{ewa?

Re{ewe.Odredimo najmawe po apsolutnoj vrednosti ostatke bro-

jeva 6s, 1 6 s 6 9, pri deqewu sa 19 i prebrojimo koliko je nega-

tivnih:

6 · 1 ≡ 6 (mod 19), 6 · 2 ≡ −7 (mod 19), 6 · 3 ≡ −1 (mod 19),

6 · 4 ≡ 5 (mod 19), 6 · 5 ≡ −8 (mod 19), 6 · 6 ≡ −2 (mod 19),

6 · 7 ≡ 4 (mod 19), 6 · 8 ≡ −9 (mod 19), 6 · 9 ≡ −3 (mod 19).

Po{to je 6 negativnih ostataka, prema Gausovom kriterijumu sledi

da je

(
6

19

)
= (−1)6 = 1, {to zna~i da kongruencija x2 ≡ 6 (mod 19)

ima dva re{ewa.

p Napomena. Videti teoremu 5.8. i wen dokaz. y

256. Da li kongruencije:

1) x2 ≡ 68 (mod 113),
2) x2 ≡ 310 (mod 521),
3) x2 + 174 ≡ 0 (mod 619),
imaju re{ewa?
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Re{ewe. Primetimo najpre da su brojevi 113, 521, 619 prosti.

1) Primenom teorema 5.9. i 5.10. imamo da je:(
68

113

)
=

(
2

113

)2(
17

113

)
prema 5.9. (2), jer je 68 = 22 · 17

=

(
113

17

)
jer je

(
2

113

)2

= 1 i prema 5.10.(
17

113

)(
113

17

)
= (−1)

17−1
2

· 113−1
2 = 1

=

(
11

17

)
prema 5.9. (1) jer je 113 ≡ 11 (mod 17)

=

(
17

11

)
prema 5.10. je

(
11

17

)(
17

11

)
= 1

=

(
6

11

)
jer je 17 ≡ 6 (mod 11)

=

(
2

11

)(
3

11

)
jer je 6 = 2 · 3

= −
(

3

11

)
prema 5.9. (5)(

2

11

)
= (−1)

112−1
8 = −1

=

(
11

3

)
jer je

(
3

11

)(
11

3

)
= −1

=

(
2

3

)
jer je 11 ≡ 2 (mod 3)

= −1,

odakle sledi da data kongruencija nema re{ewa.

2) Iz jednakosti(
310

521

)
=

(
2

521

)(
5

521

)(
31

521

)
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=

(
521

5

)(
521

31

)
=

(
1

5

)(
25

31

)
=

(
52

31

)
= 1

sledi da data kongruencija ima dva re{ewa.

3) Iz jednakosti(
−174
619

)
=

(
−1
619

)(
2

619

)(
3

619

)(
29

619

)
=

(
3

619

)(
29

619

)
= −

(
619

3

)(
619

29

)
= −

(
1

3

)(
10

29

)
= −

(
2

29

)(
5

29

)
=

(
29

5

)
=

(
22

5

)
= 1,

sledi da data kongruencija ima dva re{ewa.

257. (Mala olimpijada 1980) Neka su a, b, c celi brojevi i m
prirodan broj ve}i od 1. Ako je

an + bn+ c ≡ 0 (mod m),

za svaki prirodan broj n, dokazati da je b2 ≡ 0 (mod m). Da li mora
biti b ≡ 0 (mod m)?

Re{ewe. Iz pretpostavke zadatka, za n = 1, n = 2 i n = 3,
dobijamo redom:

a+ b+ c ≡ 0 (mod m),

a2 + 2b+ c ≡ 0 (mod m),

a3 + 3b+ c ≡ 0 (mod m).
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Iz prve dve od tih relacija sledi

(1) a2 − a+ b ≡ 0 (mod m),

a iz posledwe dve

(2) a3 − a2 + b ≡ 0 (mod m).,

Iz (1) i (2) sada dobijamo

a3 − 2a2 + a = a(a− 1)2 ≡ 0 (mod m)

i

b2 ≡ [a(a− 1)]2 ≡ a
[
a(a− 1)2

]
(mod m),

pa je b2 ≡ 0 (mod m).
Primer m = 4, a = 3, b = 2 i c = 3 pokazuje da ne mora biti

b ≡ 0 (mod m).



6. Razni zadaci

258. Dokazati da 641 | 232 + 1.

Re{ewe. Kako je 641 = 54 + 24 = 5 · 27 + 1 i kako va`i

5 · 27 + 1 | (5 · 27)4 − 1 = 54 · 228 − 1

i

54 + 24 | (54 + 24)228 = 54 · 228 + 232,

to 641 | (54 · 228 + 232)− (54 · 228 − 1).

259. Koji je najve}i dvocifren prost broj koji je faktor broja(
200
100

)
?

Re{ewe: (
200

100

)
=

200 · 199 · · · 102 · 101
100 · 99 · · · 2 · 1

.

Prvih 7 dvocifrenih prostih brojeva u opadaju}em poretku su 97,
89, 83, 79, 73, 67. Svaki od ovih brojeva se pojavquje jedanput u ime-
niocu i jedanput u brojiocu (u brojevima 194, 178, 166, 158, 146, 142,
134), {to zna~i da

(
200
100

)
ne}e imati ove proste brojeve kao faktore.

Me|utim, broj 61 (slede}i najve}i prost broj) javqa se kao faktor

jedanput u imeniocu, ali dva puta u brojiocu�u brojevima 122 i 183,
tako da

(
200
100

)
ima kao faktor broj 61, i to je tra`eni broj.

260. Poznato je da je f(n) = n2 − n + 41 prost broj ako n ∈
{1, 2, . . . , 40}. Dokazati:

(1) f(n), n ∈ N, nikada nije potpun kvadrat, osim za n = 41;
(2) Za svaki prirodan broj n postoji prirodan broj m takav da

va`i f(m) = f(n)f(n+ 1);
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(3) f(1 722) je najmawi u nizu brojeva f(n), n ∈ N, koji je proizvod
~etiri ne obavezno razli~ita prosta faktora.

Re{ewe. (1) Ako je n < 41, f(n) je prost broj pa se ne mo`e

predstaviti u obliku kvadrata prirodnog broja.

Za n = 41 je f(41) = 412, a za n > 41 va`e nejednakosti:

(n− 1)2 < n2 − n+ 41 < n2,

tj. f(n) se nalazi izme|u kvadrata dva uzastopna prirodna broja,

~ime je dokaz zavr{en.

(2) Kako je

f(n)f(n+ 1) = (n2 − n+ 41)((n+ 1)2 − (n+ 1) + 41)

= n4 + 81n2 + 1681

= f(m) = m2 −m+ 41,

imamo da je

m2 −m = m(m− 1) = n4 + 81n2 + 1640 = (n2 + 41)(n2 + 40).

Iz posledwih jednakosti nalazimo da jem = n2 + 41, tako da je

f(n)f(n+ 1) = f(n2 + 41).

(3) Prema (2) imamo da je za n = 41,

f(412 + 41) = f(1 722) = f(41)f(42)

= f(0)f(1)f(1)f(2)

= 41 · 41 · 41 · 43,

odakle zakqu~ujemo da se f(1 722) mo`e predstaviti u obliku pro-

izvoda ~etiri prosta broja. Istovremeno se vidi da je f(1 722)
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najmawi broj u nizu brojeva f(n), n ∈ N, sa ~etiri faktora koji su
prosti brojevi, jer za n > 1 funkcija f monotono raste.

261. (^e{ko�slova~ka matemati~ka olimpijada � finalna run-

da, 2003) Na}i najve}i broj uzastopnih petocifrenih brojeva me|u

kojima nema palindroma.

Re{ewe.Me|u slede}ih 109 uzastopnih petocifrenih brojeva

10 902, 10 903, . . . , 10 999, 11 000, . . . , 11 009, 11 010

nema palindroma. Najmawi i najve}i petocifreni palindromi su

redom 10 001 i 99 999. Pre broja 10 001 je samo jedan petocifren broj,
a iza broja 99 999 nema vi{e petocifrenih brojeva. Pokaza}emo da
posle bilo kog petocifrenog palindroma x, x ̸= 99 999, postoji
drugi petocifren palindrom oblika x+100 ili x+110 ili x+11.
Ozna~imo x = abcba. Ako je c ̸= 9, tada je broj x+ 100 = ab(c+ 1)ba
palindrom. Ako je c = 9 ̸= b, broj x + 110 = a(b+ 1)0(b+ 1)a
je palindrom, i kona~no ako je c = b = 9 (naravno, a ̸= 9) broj
x+ 11 = (a+ 1)000(a+ 1) je palindrom.

Prema tome, najve}i mogu}i broj uzastopnih petocifrenih bro-

jeva me|u kojima nema palindroma je 109.

262. (Nacionalna matemati~ka olimpijada�finalna runda, Bu-

garska 1998) Neka sum i n prirodni brojevi takvi da je broj

A =
(m+ 3)n + 1

3m

ceo. Dokazati da je A neparan broj.

Re{ewe. Pretpostavimo suprotno da je A paran broj, tj. da je

(m+3)n+1 = 6km. Tada jemparanbroj. [tavi{e, 3 | mn+1, odakle
sledi da jem = 3t+2 i da je n neparan broj. Tada je 3n+1 = 4 ·S, gde
je S neparan broj (8 - 3n+1) i 3n+1 ≡ 4 (mod 6). Neka jem = 2αm1,
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gde je α > 1 i m1 neparan broj. Tada 2α | 3n + 1, odakle je α 6 2, i
m1 = 6t1 + 1. Po{to m = 2α(6t1 + 1) ima oblik 3t + 2, a 1 6 α 6 2
vidimo da je α = 1. Onda je m = 12t1 + 2 i iz (m + 3)n + 1 = 6km
sledi da 4 | 5n + 1, {to je nemogu}e.

263. (Zimsko matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 1999, 10. razred)

Neka je A skup prirodnih brojeva bez nule u decimalnom zapisu.

Poznato je da ako a = a1a2 . . . ak ∈ A, tada b = b1b2 . . . bk (gde je bj ,
1 6 j 6 k, ostatak pri deqewu 3aj sa 10) tako|e pripada skupu A i

zbir cifara broja b jednak je zbiru cifara broja a.
(a) Dokazati da je zbir cifara svakog k-cifrenog broja iz A

jednaka 5k.
(b) Za dati prirodan broj k, na}i najmawi k-cifreni broj koji

mo`e biti element skupa koji ima iste osobine kao skup A.

Re{ewe. (a) Neka je a = a1a2 . . . ak ∈ A i S zbir wegovih cifara.

Posmatrajmo brojeve b = b1b2 . . . bk, c = c1c2 . . . ck i d = d1d2 . . . dk,
gde je bj ostatak pri deqewu 3aj sa 10, cj ostatak pri deqewu 3bj sa
10 i dj ostatak pri deqewu 3cj sa 10, 1 6 j 6 k. Tada b, c, d ∈ A i

(∗) S =
k∑

j=1

aj =
k∑

j=1

bj =
k∑

j=1

cj =
k∑

j=1

dj.

Za svako fiksirano j va`i aj + bj + cj + dj = 20. Tada iz (∗) sledi
4S =

∑k
j=1(aj + bj + cj + dj) = 20k, tj. S = 5k.

(b) Pokaza}emo da je u slu~aju k = 2t tra`eni prirodan broj

jednak a = a1a2 . . . a2t, gde je a1 = a2 = · · · = at = 1, at+1 = at+2 =
· · · = a2t = 9, a u slu~aju k = 2t + 1 je b = b1b2 . . . b2t+1, gde je

b1 = · · · = bt = 1, bt+1 = 5, bt+2 = · · · = b2t+1 = 9. Lako se proverava
da a i b mogu biti elementi skupa koji ima tra`ene osobine.

Neka je k = 2t. Pretpostavimo da postoji c = c1c2 . . . c2t takvo
da je c < a. Po{to nema nula me|u ciframa broja c to je c1 = c2 =
· · · = ct = 1. Iz (a) sledi da je zbir cifara broja c jednak 5k = 10t,
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{to implicira ct+1 = ct+2 = · · · = c2t = 9. Odatle sledi c = a, {to
je kontradikcija.

Neka je k = 2t + 1. Pretpostavimo da postoji c = c1c2 . . . c2t+1

takvo da je c < b. Po{to nema nula me|u ciframa broja c to je

c1 = c2 = · · · = ct = 1. Iz (a) sledi da je zbir cifara broja c jednak
5k = 10t + 5, {to implicira da je ct+1 > 5. Po{to je c < b to je

ct+1 = 5, pa je i ct+2 = ct+3 = · · · = c2t+1 = 9. Odatle sledi c = b,
{to je kontradikcija.

264. (Zimsko matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 1997, 10. razred)

Na}i broj svih prirodnih brojeva a1a2 · · · a2n takvih da va`i:
(1) nijedna od cifara ai nije jednaka nuli;
(2) zbir a1a2 + a3a4 + · · ·+ a2n−1a2n je paran broj.

Re{ewe.Ozna~imo tra`enibroj saAn. Proizvod a2i−1a2i je paran
ako je bar jedna od cifara a2i−1 i a2i parna. Prema tome, postoji

5 · 4 + 4 · 5 + 4 · 4 = 56 izbora za a2i−1 i a2i tako da je a2i−1a2i
paran broj. Sli~no, a2i−1a2i je neparno kada su obe cifre a2i−1 i a2i
neparne. Dakle, postoji 5 · 5 = 25 izbora za a2i−1 i a2i tako da je

a2i−1a2i neparan broj. Broj brojeva a1a2 · · · a2n takvih da su i sabiraka

a2k−1a2k neparni je

(
n

i

)
25i56n−i. Prema tome,

An =
n∑

i=0

(
n

2i

)
252i56n−2i.

Obele`imo

Bn =
n∑

i=0

(
n

2i+ 1

)
252i+156n−2i−1.

Tada je

An +Bn =
n∑

i=0

(
n

i

)
25i56n−i = (56 + 25)n = 81n
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i

An −Bn =
n∑

i=0

(−1)n
(
n

i

)
25i56n−i = (56− 25)n = 31n.

Sada se lako dobija An =
81n + 31n

2
.

265. (Nacionalna matemati~ka olimpijada�druga runda, Rumu-

nija 2003, 9. razred) Na}i sve n ∈ N, n > 2 i cifre a1, a2, . . . , an,
tako da je √

a1a2 . . . an −
√

a1a2 . . . an−1 = an.

Re{ewe. Neka je x = a1a2 . . . an−1 ∈ N. Tada je

a1a2 . . . an = 10x+ an i
√
10x+ an −

√
x = an,

tj.

10x+ an = x+ a2n + 2an
√
x.

Posledwa jedna~ina se mo`e zapisati u obliku

9x = an(an + 2
√
x− 1).

Kako je an 6 9, dobijamo x 6 an + 2
√
x− 1, odnosno

(
√
x− 1)2 6 an 6 9,

{to implicira
√
x 6 4 ili x 6 16.

Pored toga, an ̸= 0 (jer bi u suprotnom bilo x = 0) i

√
x =

9x+ an − a2n
2an

je racionalan broj, pa x mora biti potpun kvadrat. Kako je

√
10x+ an = an +

√
x,
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to i 10x + an mora biti potpun kvadrat. Razmatraju}i mogu}e slu-
~ajeve x = 1, 4, 9, 16 nalazimo da je x = 16, an = 9 i n = 3. Tada je√
169−

√
16 = 9.

266. (Zimsko matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 1999, 11. razred)

Na}i najmawi prirodan broj n takav da je zbir kvadrata svih we-

govih delilaca (ukqu~uju}i 1 i n) jednak (n+ 3)2.

Re{ewe. Jasno je da n mora imati najmawe tri delioca. Neka su

1 < d1 < d2 < · · · < dk < nwegovi delioci razli~iti od 1 i n. Tada
je

(∗) d21 + d22 + · · ·+ d2k = 6n+ 8.

Neka je n = pα, gde je p prost broj. Tada iz (∗) sledi

p2 + p4 + · · ·+ p2α−2 = 6pα + 8,

pa p | 8, odakle sledi p = 2. Onda je

1 + p2 + p4 + · · ·+ p2α−4 = 6pα−2 + 2,

{to je nemogu}e.

Prema tome, k ̸= 1, 3, 5, jer bi u tim slu~ajevima broj delilaca

broja n bio jednak 3, 5, 7, tj. n = p2, n = p4 ili n = p6, gde je p prost
broj. Pretpostavimo zato da je k > 6. Kako je didk−i = n, iz (∗)
sledi da je (dk−1 − d1)

2 + (dk−2 − d2)
2 + (dk−3 − d3)

2 6 8. Me|utim,

ova nejednakost je nemogu}a jer su dk−1 − d1, dk−2 − d2 i dk−3 − d3
razli~iti prirodni brojevi (ako bi bilo dk−1− d1 = dk−2− d2 = A
tada bi va`ilo d1(A + d1) = d2(A + d2), tj. d1 = d2). Prema tome,
ili je k = 2 ili je k = 4.

Pretpostavimo da je k = 4. Onda n ima 6 delilaca, pa je n =
pq2, gde su p i q razli~iti prosti brojevi (slu~aj n = p5 je ve}

analiziran). Tada iz (∗) sledi

(∗∗) p2 + q2 + q4 + p2q2 = 6pq2 + 8.
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Ako je q > 5, tada je q4+ p2q2 > 2pq3 > 10pq2 > 6pq2+8. Prema tome
q = 2 ili q = 3. Direktnom proverom vidimo da je u oba slu~aja

jednakost (∗∗) nemogu}a.
Kona~no, neka je k = 2 i n = pq, gde su p < q prosti brojevi takvi

da va`i

p2 + q2 = 6pq + 8.

Kako q | p2 − 8, to je u slu~aju p 6 17 jedino mogu}e za p = 7. Tada
je q = 41 i n = 287. Za p > 17 je n = pq > 172 = 289 > 287, pa je
najmawi tra`eni broj n jednak 287.

267. (Nacionalna matemati~ka olimpijada�regionalna runda,

Bugarska 2001) Na}i sve trojke prirodnih brojeva (a, b, c) takvih da
je a3 + b3 + c3 deqivo sa a2b, b2c i c2a.

Re{ewe. Ako je d = NZD(a, b, c), lako se vidi da je i trojka(
a

d
,
b

d
,
c

d

)
tako|e re{ewe problema. Zato je dovoqno na}i sve trojke

(a, b, c) takve da je NZD(a, b, c) = 1.
Neka je s = (a, b). Pretpostavimo da je s > 1. Ako je p prost

delilac od s, onda p deli a, p deli b i p deli a3 + b3 + c3. Odatle
sledi da p deli c3, pa p deli i c. Kontradikcija sa NZD(a, b, c) = 1.

Prema tome, (a, b) = 1 i analogno (a, c) = (b, c) = 1. Iz

a2 | a3 + b3 + c3, b2 | a3 + b3 + c3, c2 | a3 + b3 + c3

i

(a2, b2) = (a2, c2) = (b2, c2) = 1

sledi da a2b2c2 | a3 + b3 + c3, pa je a3 + b3 + c3 > a2b2c2.
Ne umawuju}i op{tost mo`emo pretpostaviti da je a 6 b 6 c.

Tada va`i:

3c3 > a3 + b3 + c3 > a2b2c2 ⇒ c > a2b2

3
.
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Pretpostavimo da je a > 1. Tada je

a2b2

3
> b2 > b2 + a(a− b) = a2 − ab+ b2,

pa je

(1) c > a2 − ab+ b2.

S druge strane, po{to je b > a > 2 to je b2 > 2b > a + b i po{to je
c > b2, to je

(2) c > a+ b.

Sada iz (1) i (2) dobijamo

(a2 − ab+ b2)(a+ b)

c2
< 1 ⇔ a3 + b3

c2
< 1,

{to je nemogu}e, jer je
a3 + b3

c2
ceo broj.

Prema tome, a = 1. U tom slu~aju je 1 + b3 + c3 deqivo sa b2c2.
Razmotrimo slede}e slu~ajeve:

1. Ako je b = c, lako je videti da je b = c = 1. Dakle, trojka

(1, 1, 1) je re{ewe zadatka.

2. Ako je b = 1, dobijamo isto re{ewe kao u slu~aju 1.

3. Ako je b = 2, tada je c = 3. Trojka (1, 2, 3) je re{ewe zadatka.

Pretpostavimo sada da je c > b > 3. Po{to je 1 + b3 + c3 > b2c2,

sledi da je 2c3 > 1+ b3 + c3, odakle dobijamo da je 2c > b2, tj. c >
b2

2
.

Iz 2c > b2 sledi da je 2c > b2 − b+ 1, tj.

(3)
b2 − b+ 1

c
< 2.
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Kada je b > 5 va`i nejednakost
c

2
>

b2

4
> b+ 1, odakle sledi

(4)
b+ 1

c
<

1

2
.

Mno`e}i (3) i (4) dobijamo da je
b3 + 1

c2
< 1, {to je nemogu}e jer je

broj
b3 + 1

c2
ceo. Neposrednom proverom mo`e se pokazati da za b = 3

ili b = 4 nema novih re{ewa.
Prema tome, sva re{ewa zadatka su trojke (k, k, k) i (k, 2k, 3k)

(i wihove permutacije) za proizvoqan prirodan broj k.

268. ( III selekciono takmi~ewe za JBMO, Rumunija 2003) Dat je

skup od 2 003 prirodna broja. Pokazati da se mogu na}i dva ele-

menta tog skupa takva da wihov zbir nije delilac zbira preostalih

elemenata.

Re{ewe. Neka su a1 < a2 < · · · < a2003 elementi datog skupa.

Pretpostavimo suprotno tvr|ewu, tj. da zbir bilo koja dva elementa

datog skupa deli zbir preostalih elemenata. Tada svaki od brojeva

a1+a2003, a2+a2003, . . . , a2002+a2003 deli zbir S = a1+a2+ · · ·+a2003,
jer va`i a + b | S − a − b ako i samo ako a + b | S. Prema tome,

S = ki(ai + a2003) za sve i = 1, 2, . . . , 2 002, gde su ki razli~iti celi
brojevi. Kako je

ai + a2003 < S < 2 003a2003 < 2 003(ai + a2003),

sledi da je ki ∈ {2, 3, . . . , 2 002}, za sve i = 1, 2, . . . , 2 002. Tada na

osnovu Dirihleovog principa postoje indeksi i ̸= j, takvi da je

ki = kj . Kontradikcija.

269. Neka su zadati brojevi m,n, r, s, takvi da je 0 6 r < m i

0 6 s < n. Ako je r ostatak pri deqewu nekog broja sam, a s ostatak
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pri deqewu tog broja sa n, izvesti postupak za odre|ivawe ostatka
pri deqewu tog broja sa [m,n]?

Re{ewe. Neka je a ceo broj takav da je a = pm+ r i a = qn+ s, za
neke cele brojeve p i q. Odredimo ostatak koji se dobija pri deqewu
broja a sa [m,n].

Kako je

(
m

(m,n)
,

n

(m,n)

)
= 1, odredimo cele brojeve α i β (ko-

riste}i, na primer, Euklidov algoritam) tako da je

α
m

(m,n)
+ β

n

(m,n)
= 1.

Sabirawem jednakosti

βn

(m,n)
a =

βmn

(m,n)
p+

βn

(m,n)
r

i
αm

(m,n)
a =

αmn

(m,n)
q +

αm

(m,n)
s,

dobijamo

a = (βp+ αq) [m,n] +
βn

(m,n)
r +

αm

(m,n)
s,

(jer je (m,n) · [m,n] = mn) odakle sledi da je

a ≡ βnr

(m,n)
+

αms

(m,n)
(mod [m,n]) .

Dakle, tra`eni ostatak jednak je ostatku koji se dobija pri deqewu

broja
βnr

(m,n)
+

αms

(m,n)
sa [m,n].

270. (Savezno takmi~ewe 1977, I razred)Neka su a, b i c prirodni
brojevi i a2 + b2 = c2. Dokazati da je broj abc deqiv sa 60.
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Re{ewe. Kako je 60 = 22 · 3 · 5, dovoqno je dokazati da je bar jedan
od brojeva a, b, c deqiv sa 4 ili da su dva parna, da je bar jedan deqiv
sa 3 i bar jedan deqiv sa 5.

Primetimo najpre da a i b ne mogu oba biti neparni brojevi, jer
bi u tom slu~aju va`ilo a2 + b2 ≡ 2 (mod 4), pa a2 + b2 ne bi mogao
da bude jednak kvadratu celog broja c.

Ako su i a i b parni brojevi, onda 4 | abc.
Ako je jedan od brojeva a, b paran a drugi neparan, na primer,

a = 2k i b = 2n + 1, k, n ∈ N, onda je c neparan, tj. c = 2m + 1,
m ∈ N. Iz a2 + b2 = c2 sledi k2 = m(m + 1) − n(n + 1), pa kako
2 | m(m + 1) − n(n + 1), imamo da 2 | k2, tj. 2 | k. Po{to je a = 2k,
to 4 | a, pa 4 | abc.

Kvadrat celog broja pri deqewu sa 3 daje ostatak 0 ili 1. Ako
ni jedan od brojeva a i b nije deqiv sa 3, onda je a2 + b2 ≡ 2 (mod 3),
{to je nemogu}e jer c2 ̸≡ 2 (mod 3). Dakle, bar jedan od brojeva a, b
je deqiv sa 3, pa 3 | abc.

Ako je ceo broj deqiv sa 5 i wegov kvadrat je deqiv sa 5. Ako ceo
broj nije deqiv sa 5, wegov kvadrat daje ostatak 1 ili 4 pri deqewu
sa 5. Ako ni jedan od brojeva a, b, c nije deqiv sa 5, onda je :

a2 + b2 ≡ 0 ili 2 ili 3 (mod 5), c2 ≡ 1 ili 4 (mod 5).

Kontradikcija. Dakle, bar jedan od brojeva a, b, c je deqiv sa 5, pa
5 | abc.

271. Dva igra~a igraju slede}u igru. Prvi izgovori bilo koji

prirodan broj, drugi dodaje tom broju 54 ili 77 i izgovara dobijeni
zbir. U nastavku igra~i naizmeni~no dodaju bilo koji od brojeva

54 ili 77 i izgovaraju zbir tog broja sa prethodnim zbirom. Drugi

igra~ posti`e pobedu ako bilo koji od igra~a izgovori broj ~iji je

ostatak pri deqewu sa 100 prost broj. Mo`e li prvi da onemogu}i

pobedu drugom igra~u?
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Re{ewe. Ne. Naime, strategija drugog igra~a je slede}a: neka

prvi na po~etku izabere broj n. Drugi bira recimo 54. Zatim u sva-

kom slede}em potezu bira broj koji prvi igra~ nije birao u istom

potezu. Tako se nakon k-tog poteza dobija broj n+54+77k+54k = n+
54+131k.Postojawe broja k takvog da n+54+131k ≡ p (mod 100),
gde je p < 100 prost, sledi iz ~iwenice da je (100, 131) = 1, jer to

zna~i da postoje k, l ∈ Z takvi da va`i 131 · k + 100 · l = 1. Odavde
je 131k · (p− n− 54) ≡ p− n− 54 (mod 100), pa, {tavi{e, za svako
p imamo po jedno takvo k. Time je dokaz zavr{en.

272. (Prole}no matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 1998, 11. raz-

red) Na}i sve prirodne brojeve n takve da ako su a i b prirodni
brojevi za koje n deli a2b+ 1 tada n deli a2 + b.

Re{ewe. O~igledno je da je n = 1 jedno re{ewe. Neka n > 2
zadovoqava uslove zadatka i neka je a prirodan broj uzajamno prost
sa n. Tada postoji prirodan broj b takav da je a2b + 1 deqiv sa n.
Tada n deli a2 + b i jednakost a4− 1 = a2(a2 + b)− (a2b+1) pokazuje
da n deli a4 − 1.

Neka je n = 2αk, gde je k neparan broj i α > 0. Pretpostavimo da
je k > 3. Tada su n i k−2 uzajamno prosti i zato 2αk deli (k−2)4−1,
odakle k | 15. Dakle, n = 2α · 3β · 5γ , gde je α > 0 i 0 6 β, γ 6 1.
Daqe zakqu~ujemo da n deli 114 − 1, pa je α 6 4. Ako je n = 2α,
tada 2α deli 34 − 1 i opet dobijamo α 6 4. Dakle, n je delilac broja
24 · 3 · 5 = 240.

Obrnuto, neka je n delilac broja 240. Tada n zadovoqava uslove

zadatka. Zaista, ako 3 deli a2b + 1, tada 3 deli a4 − 1 pa 3 | a2 + b.
Analogno, ako 5 deli a2b + 1 tada 5 deli a2 + b. Treba pokazati da
isto va`i za 2, 4, 8 i 16. Pretpostavimo da 2k deli a2b + 1, gde je
1 6 k 6 3. Onda je a neparan broj, pa je a2 − 1 deqivo sa 8. Tada
mora biti b + 1 deqivo sa 2k, pa je i a2 + b deqivo sa 2k. Ako 16
deli a2b+ 1 tada je a neparan broj i lako je videti da je tada a2 ≡ 1
(mod 16) ili a2 ≡ 9 (mod 16). To implicira b ≡ 15 (mod 16) ili
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b ≡ 7 (mod 16), respektivno, i daqe da je a2 + b deqivo sa 16.
Dakle, odgovor je: svi delioci broja 240.

273. (Mala olimpijada 1982) Neka je p prost broj ve}i od 2. Za
k ∈ {1, 2, . . . , p − 1} neka je rk ostatak pri deqewu broja kp sa p2.
Dokazati da je

r1 + r2 + · · ·+ rp−1 =
p3 − p2

2
.

Re{ewe. Za k ∈ {1, 2, . . . , p− 1},

kp + (p− k)p = kp + pp −
(
p

1

)
pp−1k + · · ·+

(
p

p− 1

)
pkp−1 − kp

= pp −
(
p

1

)
pp−1k +

(
p

2

)
pp−2k2 + · · ·+ p2kp−1,

pa p2 | kp + (p− k)p, odakle sledi da p2 | rk + rp−k. Me|utim, kako je

rk < p2 i rp−k < p2, to je rk + rp−k = p2, pa je

r1 + r2 + · · ·+ rp−1= (r1 + rp−1) + (r2 + rp−2) +· · ·+
(
r p−1

2
+ r p+1

2

)
=

p− 1

2
p2.

274. (Republi~ko takmi~ewe 2000, III razred) Dati su prirodni
brojevi q, n i r, 0 < r 6 n. Dokazati da r! deli broj

(qn − 1) (qn − q) · · ·
(
qn − qr−1

)
.

Re{ewe. Tvr|ewe }e biti dokazano, ako se doka`e da je za proiz-

voqan prost broj p, najve}i stepen N broja p koji deli r! mawi
ili jednak od najve}eg stepenaM broja p koji deli broj

(qn − 1) (qn − q) · · ·
(
qn − qr−1

)
.
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Na osnovu zadatka 83 je

N =

[
r

p

]
+

[
r

p2

]
+

[
r

p3

]
+ · · · .

Razlikujemo dva slu~aja:

1. p deli q. Kako je

(qn − 1)(qn − q) . . . (qn − qr−1) = (qn − 1)(qn−1 − 1) . . . (qn−r+1 − 1)

× q1+2+···+(r−1),

ovaj broj je deqiv sa q1+2+···+(r−1) = q
r(r−1)

2 , dakle i sa p
r(r−1)

2 , pa je

M > r(r − 1)

2
> r

p− 1
=

r

p
+

r

p2
+

r

p3
+ · · · > N

jer je

1

p− 1
=

1

p

(
1− 1

p

) =
1

p

(
1 +

1

p
+

1

p2
+ · · ·

)

(koristimo da je [x] 6 x; nejednakost
r(r − 1)

2
> r

p− 1
je ekviva-

lentna sa (r − 1)(p− 1) > 2 i nije zadovoqena jedino u trivijalnim
slu~ajevima r = 1 ili r = 2, p = 2, koji se neposredno proveravaju).

2. p ne deli q. Prema Ojlerovoj teoremi va`i pk | qφ(pk) − 1, pa i
pk | qnpk−1(p−1) − 1, za sve prirodne brojeva k i n. To zna~i da me|u
brojevima qn− 1, qn−1− 1, . . . , (qn−r+1− 1) svaki (p− 1)−vi je deqiv
sa p, svaki p(p − 1) − vi sa p2, svaki p2(p − 1) − vi sa p3 . . . . Zato u
proizvodu

(qn − 1)(qn−1 − 1) · · · (qn−r+1 − 1) · q1+2+···+(r−1)
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me|u prvih r faktora ima bar

[
r

p− 1

]
deqivih sa p, bar

[
r

p(p− 1)

]
deqivih sa p2 . . . , te je

M >
[

r

p− 1

]
+

[
r

p(p− 1)

]
+

[
r

p2(p− 1)

]
+ · · ·

>
[
r

p

]
+

[
r

p2

]
+

[
r

p3

]
+ · · · = N.

275. (Mala olimpijada 1995) Neka je n prirodan broj koji u svom
binarnom zapisu ima ta~no 1 995 jedinica. Dokazati da je broj n!
deqiv sa 2n−1995.

Re{ewe. Neka je

(∗) n = 2l1 + 2l2 + · · ·+ 2lk , l1 > l2 > · · · > lk > 0.

Dovoqno je dokazati da va`i tvr|ewe[n
2

]
+
[n
4

]
+
[n
8

]
+ · · · = n− k.

(U na{em slu~aju je k = 1995.)
Dokaz tvr|ewa izvodimo matemati~kom indukcijom po n. Za

n = 1 = 20, tvr|ewe va`i. Neka tvr|ewe va`i za sve brojeve mawe
od n. Razmotrimo broj n oblika (∗).

Ako je lk > 0, onda ozna~imo

m =
n

2
=

2l1 + 2l2 + · · ·+ 2lk

2
.

Binarni zapis broja n zavr{ava se nulom, a u binarnom zapisu

brojam ima tako|e k jedinica. Tada na osnovu induktivne hipoteze
tvr|ewe va`i za brojm, pa dobijamo[n

2

]
+
[n
4

]
+
[n
8

]
+ · · · = m+

[m
2

]
+
[m
4

]
+
[m
8

]
+ · · ·

= m+m− k = n− k.
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Ako je lk = 0, onda ozna~imo

m =
n− 1

2
=

2l1 + 2l2 + · · ·+ 2lk−1

2
.

Binarni zapis broja n zavr{ava se jedinicom, a u binarnom zapisu

broja m ima k − 1 jedinica. Tada na osnovu induktivne hipoteze

tvr|ewe va`i za brojm, pa dobijamo[n
2

]
+
[n
4

]
+
[n
8

]
+ · · · = m+

[m
2

]
+
[m
4

]
+
[m
8

]
+ · · ·

= m+m− (k − 1) = n− k.

276. Re{iti jedna~inu
1

{x}
= [x] + 2 003.

Re{ewe. Ako je x re{ewe date jedna~ine, iz {x} > 0 sledi da

je [x] + 2 003 > 0, tj. [x] > −2 003. Neka je [x] = k i {x} = α.

Primetimo, najpre da je α racionalan broj, tj. da je α =
p

q
, za neki

ceo broj p i neki prirodan broj q > 1 tako da je (p, q) = 1. Dakle,
imamo

q

p
= k + 2003, k, p, q ∈ Z, q > 1, (p, q) = 1,

odakle dobijamo da je p = 1, q = k+2003 i k > −2 002 (zbog q > 1).
Nije te{ko proveriti da, za svako k > −2 001, broj

x = k +
1

k + 2003

zadovaqava datu jedna~inu, pa jedna~ina ima beskona~no mnogo

re{ewa.

277. Dokazati da za svaki prirodan broj n va`i jednakost

[
√
n+
√
n+ 1] = [

√
4n+ 2].
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Re{ewe. Za svaki prirodan broj n imamo da va`i:

√
n+
√
n+ 1 =

√(√
n+
√
n+ 1

)2
=

√
2n+ 1 + 2

√
n(n+ 1)

=

√
2n+ 1 +

√
4n2 + 4n

<

√
2n+ 1 +

√
4n2 + 4n+ 1

=
√
4n+ 2,

pa je
[√

n+
√
n+ 1

]
6 [4n+ 2].

Doka`imo da ne postoji prirodan broj m takav da va`i nejed-

nakost √
n+
√
n+ 1 < m 6

√
4n+ 2.

Zaista, ako bi takav broj postojao, tada bi va`ila i nejednakost

2n+ 1 + 2
√

n(n+ 1) < m2 6 4n+ 2,

tj.

2
√
n2 + n <

(
m2 − 2n− 1

)
6 2n+ 1,

odnosno, posle kvadrirawa

4(n2 + n) <
(
m2 − 2n− 1

)2 6 4n2 + 4n+ 1.

Iz posledwe nejednakosti sledi da je(
m2 − 2n− 1

)2
= 4n2 + 4n+ 1 = (2n+ 1)2 ,

ili

m2 − 2n− 1 = 2n+ 1,



240 TEORIJA BROJEVA

odakle jem2 = 4n+2, {to je nemogu}e, zato {to kvadrat prirodnog
broja pri deqewu sa 4 nikada ne daje ostatak 2.

278. (Prole}no matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 1997, 8. raz-

red) Na}i sve prirodne brojeve n takve da postoji ceo broj x za koji
je 499 · (1 997n + 1) = x2 + x.

Re{ewe. Neka je n re{ewe problema. Onda je

(2x+ 1)2 = 1996 · 1 997n + 1997,

pa je (2x+1)2 deqivo sa 1 997. Po{to je 1 997 prost broj, sledi da je
(2x + 1)2 deqivo sa 1 9972. Kako je i 1 996 · 1 997n + 1997 deqivo sa
1 9972 to je n = 1. Napomenimo da u ovom slu~aju x = 998 i x = −999
zadovoqavaju uslove zadatka.

279. (Zimsko matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 1997, 9. razred)

Neka su α ̸= β koreni jedna~ine x2 + px+ q = 0. Za svaki prirodan
broj n ozna~imo

an =
αn − βn

α− β
.

(a) Na}i sve p, q ∈ Z takve da za svako n ∈ N va`i

an+1an+2 − anan+3 = (−1)n.

(b) Dokazati da za takve p i q za sve n ∈ N va`i an + an+1 = an+2

i ako 3 | n, da je tada an paran broj.
Re{ewe. Kako su α i β koreni jedna~ine x2 + px + q = 0 to je

α + β = −p i αβ = q. Prema tome

(−1)n =
αn+1 − βn+1

α− β
· α

n+2 − βn+2

α− β
− αn − βn

α− β
· α

n+3 − βn+3

α− β

=
1

(α− β)2
[
−(α + β)(αβ)n+1 + (α3 + β3)(αβ)n

]



6. RAZNI ZADACI 241

=
1

p2 − 4q

(
pqn+1 − p(p2 − 3q)qn

)
=

qn

p2 − 4q

(
−p3 + 4pq

)
= −pqn.

Za n = 1 i n = 2 va`i pq = 1 i pq2 = −1, odakle se dobija p = −1 i
q = −1. Direktna provera pokazuje da p = −1 i q = −1 zadovoqavaju
pqn = (−1)n+1 za sve n ∈ N. Tako|e, α ̸= β.

(b) Po{to suα i β koreni jedna~ine x2−x−1 = 0, to jeα2 = α+1
i β2 = β + 1, pa je

an + an+1 =
αn − βn

α− β
+

αn+1 − βn+1

α− β
=

αn(1 + α)− βn(1 + β)

α− β

=
αnα2 − βnβ2

α− β
=

αn+2 − βn+2

α− β
= an+2.

Po{to je a1 =
α− β

α− β
= 1 i a2 =

α2 − β2

α− β
= α+β = 1, to indukcijom

iz

(∗) an + an+1 = an+2

sledi da je an ∈ Z za sve n ∈ N. Iz (∗) sledi

an+3 = an+2 + an+1 = an+1 + an + an+1 = 2an+1 + an.

Kako je a3 = a1 + a2 = 2 paran broj to se indukcijom lako mo`e

pokazati da je an paran broj za n = 3k.

280. Dokazati da postoji beskona~no mnogo prostih brojeva p
takvih da jedna~ina (po x i y) x2 + x + 1 = py ima celobrojno

re{ewe.

Re{ewe. Pretpostavimo da postoji kona~no mnogo prostih bro-

jeva koji mogu biti ~inioci brojeva oblika x2 + x+1, x ∈ Z, i neka
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su p1, p2, . . . , pk svi takvi prosti brojevi. Me|utim, broj

(p1p2 · · · pk)2 + p1p2 · · · pk + 1

nije deqiv nijednim od brojeva p1, p2, . . . , pk.

281. (Nacionalna matemati~ka olimpijada�regionalna runda,

Bugarska 1997) Na}i sve prirodna brojeve a, b, c takve da su koreni
jedna~ina:

x2 − 2ax+ b = 0

x2 − 2bx+ c = 0

x2 − 2cx+ a = 0

prirodni brojevi.

Re{ewe. Neka su {x1, x2}, {x3, x4} i {x5, x6} koreni prve, druge

i tre}e jedna~ine respektivno i neka su svi oni prirodni brojevi.

Pretpostavimo da je xi > 2 za i = 1, 2, . . . , 6. Tada je:

2a = x1 + x2 6 x1x2 = b,

2b = x3 + x4 6 x3x4 = c,

2c = x5 + x6 6 x5x6 = a.

Onda je 2(a + b + c) 6 a + b + c, {to je nemogu}e. Prema tome, bar
jedan od brojeva xi je jednak 1. Ne umawuju}i op{tost pretpostavimo
da je x1 = 1. Tada je 1− 2a+ b = 0. Ako je xi > 2 za i = 3, 4, 5, 6, tada
je

2(b+ c) = (x3 + x4) + (x5 + x6) 6 x3x4 + x5x6 = c+ a,

odnosno 2(2a − 1 + c) 6 c + a, odakle je c 6 2 − 3a < 0, {to je

nemogu}e.

Prema tome, bar jedan od brojeva x3, x4, x5, x6 je jednak 1. Ako je
to x3, tada je 1− 2b+ c = 0. Ako bi va`ilo x5 > 2 i x6 > 2, tada bi
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dobili 2c = x5 + x6 6 a, odnosno 2(2b− 1) 6 b+ 1

2
, tj. 7b 6 5, {to

je kontradikcija.

Dakle, bar jedan od brojeva x5, x6 jednak je 1, pa je 1− 2c+ a = 0.
Na osnovu prethodnog je

0 = (1− 2a+ b) + (1− 2b+ c) + (1− 2c+ a) = 3− (a+ b+ c)

odakle sledi da je a = b = c = 1. Jasno je da ovi brojevi zadovoqavaju
uslove zadatka.

282. (Savezno takmi~ewe 1978, IV razred) Neka je n ∈ N. Ozna-
~imo sa pk broj nenegativnih celobrojnih re{ewa (x, y) jedna~ine

kx+ (k + 1)y = n− k + 1.

Izra~unati zbir

n+1∑
k=1

pk.

Re{ewe. Datu jedna~inu mo`emo napisati u obliku

k(x+ y + 1) + y = n+ 1,

odnosno ka + b = n + 1, pri ~emu je 0 6 b = y < x + y + 1 = a.
Obrnuto, svakom re{ewu jedna~ine ka + b = n + 1, uz date uslove,
odgovara ta~no jedno re{ewe polazne jedna~ine.

Dakle, treba na}i ukupan broj trojki (k, a, b), gde su a i b nenega-
tivni, a k pozitivan ceo broj, k 6 n+ 1, za koje va`i ka+ b = n+ 1
i b < a. Kako svakom k ∈ {1, 2, . . . , n + 1} odgovara ta~no jedno

predstavqawe broja n + 1 u navedenom obliku (teorema 2.3.), to je

tra`ena suma jednaka n+ 1.

283. Ako je polupre~nik kruga neparan prost broj, tada se oko

wega mogu opisati ta~no dva nepodudarna primitivna Pitagorina

trougla. Dokazati.
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Re{ewe. Ako je a = m2 − n2, b = 2mn i c = m2 + n2 primitivna

Pitagorina trojka, polupre~nik upisanog kruga odgovaraju}eg tro-

ugla je

r =
1

2
(a+ b− c) =

1

2
(m2 − n2 + 2mn−m2 − n2) = n(m− n).

Kako je polupre~nik neparan prost broj p to postoje dve mogu}nosti:
1. n = 1, m = p+ 1⇒ a = p2 + 2p, b = 2(p+ 1), c = p2 + 2p+ 2.
2. n = p, m = p+1⇒ a = 2p+1, b = 2p(p+1), c = 2p2+2p+2.

284. (Mala olimpijada 1973) Du`ine stranica pravougaonika je-

dnake su neparnim prirodnim brojevima. Dokazati da u tom pravo-

ugaoniku ne postoji ta~ka ~ije je rastojawe od svakog temena jednako

prirodnom broju.

Re{ewe. Neka su neparni brojevi a i b du`ine stranica datog
pravougaonika. Pretpostavimo da unutar tog pravougaonika posto-

ji ta~ka T ~ije je rastojawe od svakog temena jednako celom broju.

Neka su x1 i x2 rastojawa ta~ke T od stranica du`ine b, a y1 i

y2 rastojawa te ta~ke od stranica du`ine a. Tada je a = x1 + x2,

b = y1 + y2, a brojevi dij =
√
x2
i + y2j , i, j ∈ {1, 2}, su celi.

Uvedimo slede}e oznake: ai = abxi, bj = abyj , i, j ∈ {1, 2}, i

A1 = a1 − a2, A2 = a1 + a2, B1 = b1 − b2, B2 = b1 + b2.

Tada je:

A1 = ab(x1 − x2) = b
(
x2
1 − x2

2

)
= b

[(
x2
1 + y21

)
−
(
x2
2 + y21

)]
A2 = ab(x1 + x2) = a2b

B1 = ab(y1 − y2) = a
(
y21 − y22

)
= a

[(
x2
1 + y21

)
−
(
x2
1 + y22

)]
B2 = ab(y1 + y2) = ab2,

pa sledi da su A1 i B1 celi, a A2 i B2 neparni brojevi.
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Pretpostavimo da je svaki od brojeva a1, a2, b1, b2 ceo. Kako

su A2 i B2 neparni brojevi, to je ta~no jedan od brojeva a1, a2
i ta~no jedan od brojeva b1, b2 neparan. Neka su, npr. a1 i b1
neparni brojevi. Tada je a21 ≡ 1 (mod 4), i b21 ≡ 1 (mod 4), pa je
a21 + b21 = (d11ab)

2 ≡ 2 (mod 4), {to je nemogu}e. Prema tome, bar

jedan od brojeva a1, a2, b1, b2 nije ceo.
Kako je 2a1 = A1+A2, 2a2 = A2−A1, 2b1 = B1+B2, 2b2 = B2−B1,

to je bar jedan od brojeva 2a1, 2a2, 2b1, 2b2 neparan. Neka je, npr. 2a1
neparan broj. Tada je (2a1)

2 + (2b1)
2 = 4 (a21 + b21) = 4a2b2d211, odakle

sledi (2b1)
2 = 4a2b2d211 − (2a1)

2 ≡ −1 (mod 4), {to je nemogu}e.
Dakle, ne mogu svi dij , i, j ∈ {1, 2}, biti celi.

285. Za ta~ku P sa celobrojnim koordinatama u pravouglom

Dekartovom koordinatnom sistemu u ravni ka`emo da je vidqiva

iz koordinatnog po~etka O ako ne postoji ta~ka sa celobrojnim

koordinatama na du`i OP .
Dokazati da je ta~ka (m,n) sa celobrojnim koordinatama vidqi-

va iz koordinatnog po~etka ako i samo ako sum i n uzajamno prosti
brojevi.

286. Dokazati da za zadati prirodan broj n postoje celi brojevi
a i b takvi da ta~ke (a+ r, b+ s), 0 < r 6 n, 0 < s 6 n nisu vidqive
iz koordinatnog po~etka.

Re{ewe. Neka je

p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, p4 = 7, p5 = 11, . . .

niz prostih brojeva. Formirajmo tabelu n× n na slede}i na~in:

p1 p2 · · · pn
pn+1 pn+2 · · · p2n
p2n+1 p2n+2 · · · p3n
...

...
. . .

...

pn2−n+1 pn2−n+2 · · · pn2
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Neka je mi proizvod elemenata i−te vrste, a Mj proizvod ele-

menata j−te kolone gorwe tabele, i, j = 1, 2, . . . , n. Posmatrajmo

slede}e sisteme kongruencija:

(I)


x ≡ −1 (mod m1)
x ≡ −2 (mod m2)
...

x ≡ −n (mod mn)

(II)


y ≡ −1 (mod M1)
y ≡ −2 (mod M2)
...

y ≡ −n (mod Mn)

Brojevi m1,m2, . . . ,mn su uzajamno prosti u parovima. Prema Ki-

neskoj teoremi o ostacima sistem (I) ima re{ewe x = a (jedinstveno
po modulu m1m2 · · ·mn). Sli~no, po{to su brojevi M1,M2, . . . ,Mn

uzajamno prosti u parovima sistem (II) ima re{ewe y = b (jedin-
stveno po moduluM1M2 · · ·Mn).

Posmatrajmo sada ta~ke (a + r, b + s), r, s ∈ {1, 2, . . . , n}. Da

bismo pokazali da ta~ka (a+ r, b+ s) nije vidqiva iz koordinatnog
po~etka, dovoqno je pokazati da wene koordinate a+ r i b+ s nisu
uzajamno prosti brojevi.

r−ta kongruencija sistema (I) mo`e se zapisati u obliku

a+ r ≡ 0 (mod mr),

a s−ta kongruencija sistema (II) u obliku

b+ s ≡ 0 (mod Ms).

Sada imamo da je a + r deqivo sa mr, a b + s deqivo sa Ms. Po{to

r−ta vrsta i s−ta kolona na{e tabele imaju zajedni~ki element, to
je taj element zajedni~ki delilac brojevamr iMs, tj. brojevi a+ r i
b + s nisu uzajamno prosti. Dakle, ta~ka (a + r, b + s) nije vidqiva
iz koordinatnog po~etka.



6. RAZNI ZADACI 247

287. (Gaus) Ako su p i q uzajamno prosti prirodni brojevi, tada
je[

p

q

]
+

[
2p

q

]
+ · · ·+

[
(q − 1)p

q

]
=

[
q

p

]
+

[
2q

p

]
+ · · ·+

[
(p− 1)q

p

]
=

(p− 1)(q − 1)

2
.

Re{ewe. Uo~imo sve ta~ke (x, y) sa celobrojnim koordinatama

za koje je 1 6 x 6 q − 1 i 1 6 y 6 p − 1. Ove ta~ke pripadaju unu-
tra{wosti pravougaonika OABC, ~ije su du`ine stranica OA = q
i OC = p, i wihov broj je (p − 1)(q − 1), pri ~emu se na dijagonali
OB ne nalazi ni jedna ta~ka od ovih ta~aka.

A q( ,0)

B q,p( )

O(0,0)

C p(0, )

y

xM k( ,0)

N

Naime, za sve ta~ke (x′, y′) dijagonaleOB va`i
x′

y′
=

OA

AB
=

q

p
, no

kako su p i q uzajamno prosti, to ne postoje celi pozitivni brojevi

x′ < q i y′ < p za koje je
x′

y′
=

q

p
. Primetimo daqe da je broj

celobrojnih ta~aka koje imaju apscisu jednaku k (0 < k < q) i koje
se nalaze ispod dijagonale OB jednak celom delu du`ine du`iMN .
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Kako je MN =
OM

OA
· AB =

kp

q
, to je taj broj jednak

[
kp

q

]
. Dakle

zbir [
p

q

]
+

[
2p

q

]
+ · · ·+

[
(q − 1)p

q

]
jednak je broju svih celobrojnih ta~aka koje su sme{tene ispod di-

jagonale OB.
Zbog simetrije u odnosu na centar pravougaonika OABC broj

celobrojnih ta~aka iznad dijagonaleOB je jednak broju celobrojnih

ta~aka ispod dijagonale OB i iznosi
(p− 1)(q − 1)

2
. Dakle imamo

da je [
p

q

]
+

[
2p

q

]
+ · · ·+

[
(q − 1)p

q

]
=

(p− 1)(q − 1)

2
.

Sli~no se dokazuje da je[
q

p

]
+

[
2q

p

]
+ · · ·+

[
(p− 1)q

p

]
=

(p− 1)(q − 1)

2
.

288. Neka je f : [a, b]
1·1−→na [c, d] rastu}a bijekcija intervala [a, b] na

interval [c, d]. Dokazati da va`i jednakost∑
a<m6b

[f(m)] +
∑

c<n6d

[
f−1(n)

]
= [b] · [d]− [a] · [c] +K,

gde je K broj ta~aka sa celobrojnim koordinatama koje le`e na

grafiku funkcije f nad (a, b].

289. Neka je f : [a, b]
1·1−→na [c, d] opadaju}a bijekcija intervala [a, b]

na interval [c, d] (f(a) = d i f(b) = c). Dokazati da va`i jednakost∑
a<m6b

[f(m)]−
∑

c<n6d

[
f−1(n)

]
= [b] · [d]− [a] · [c] .



6. RAZNI ZADACI 249

290. (Savezno takmi~ewe 1998, II razred)Neka je n prirodan broj
ve}i od 1. Ako je

S1 =
[√

n
]
+
[√

2n
]
+ · · ·+

[√
(n− 1)n

]
i

S2 =

[
1

n

]
+

[
4

n

]
+ · · ·+

[
(n− 1)2

n

]
,

dokazati da je S1+S2 > (n−1)2, pri ~emu jednakost va`i ako i samo
ako broj n nije deqiv kvadratom nekog prirodnog broja ve}eg od 1.

Re{ewe. Neka je

A = {(x, y) | 1 6 x < n, 1 6 y < n, x2 = ny}.

A

y

n

n-1

1

2

nn-11 2 x

Doka`imo najpre da skup A sadr`i ta~ke sa celobrojnim koor-

dinatama ako i samo ako je n deqiv nekim potpunim kvadratom.
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Zaista, ako je n deqiv nekim potpunim kvadratom, tj. ako je

n = p2q, za neke prirodne brojeve p, q ve}e od 1, ta~ka

(
n

p
, q

)
pri-

pada skupu A, jer je 1 6 n

p
, q < n,

(
n

p

)2

= nq i
n

p
, q ∈ N.

S druge strane, ako n nije deqiv potpunim kvadratom, onda je

n = p1p2 · · · pk, gde su p1, p2, . . . , pk me|usobno razli~iti prosti

brojevi. U ovom slu~aju ne postoje celi brojevi x, y takvi da je

1 6 x, y < n i x2 = ny, jer ako bi takvi postojali, za svako

i ∈ {1, 2, . . . , k} bismo imali:

pi | n⇒ pi | x2 ⇒ p2i | x2 ⇒ p2i | ny ⇒ pi | y

pa bi bilo y = p1p2 · · · pky′, za neko y′ ∈ N, tj. y > n, suprotno

~iwenici da je y < n.
Neka je a broj ta~aka sa celobrojnim koordinatama koje pri-

padaju skupu A.
Broj elemenata skupa

A1 = {(x, y) | 1 6 x, y < n, x, y ∈ N, x2 6 ny}

(�brojimo ih sleva na desno, od y−ose do grafika A, ukqu~uju}i
eventualno i ta~ke skupa A�) je

S1 =
[√

1 · n
]
+
[√

2 · n
]
+ · · ·+

[√
(n− 1)n

]
.

Broj elemenata skupa

A2 = {(x, y) | 1 6 x, y < n, x, y ∈ N, x2 > ny}

(�brojimo ih odozdo na gore, od x−ose do grafika A, ukqu~uju}i
eventualno i ta~ke skupa A�) je

S2 =

[
1

n

]
+

[
4

n

]
+ · · ·+

[
(n− 1)2

n

]
.
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Po{to skup ta~aka (x, y) ~ije su koordinate prirodni brojevi x
i y za koje va`i 1 6 x, y < n ima (n − 1)2 elemenata, sledi da je

S1 + S2 = (n− 1)2 + a.
Kako je a > 0, imamo najpre da je

S1 + S2 > (n− 1)2,

a tako|e i da u posledwoj formuli va`i znak jednakosti ako i samo

ako je a = 0, tj. ako i samo ako n nije deqiv potpunim kvadratom.

291. Dokazati da u skupu celih brojeva va`i:

(1) a− c | ab+ cd⇒ a− c | ad+ bc
(2) Ako n | a+ b+ c+ d+ e i n | a2 + b2 + c2 + d2 + e2, tada va`i

n | a5 + b5 + c5 + d5 + e5 − 5abcde, gde je n proizvoqan neparan broj.

Re{ewe. (1) (ab+ cd)− (ad+ bc) = (a− c)(b− d).
(2) Neka je P polinom ~iji su koreni a, b, c, d, e. Tada je

P (x) = (x− a)(x− e)(x− c)(x− d)(x− e),

tj.

P (x) = x5 + px4 + qx3 + rx2 + sx+ t,

pri ~emu je (prema Vietovim formulama): p = −(a + b + c + d + e),
q = ab+ ac+ ad+ ae+ bc+ bd+ be+ cd+ ce+ de, . . . , t = −abcde.

Kako je P (a) + · · ·+ P (e) = 0, tj.

a5 + · · ·+ e5 + p(a4+ · · ·+ e4) + q(a3 + · · ·+ e3)
+r(a2 + · · ·+ e2) + s(a+ · · ·+ e) + 5t = 0

imamo da je

a5 + · · ·+ e5 − 5abcde = −p(a4 + · · ·+ e4)− q(a3 + · · ·+ e3)
−r(a2 + · · ·+ e2)− s(a+ · · ·+ e).
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Iz pretpostavke zadatka direktno sledi da

n | 2q = (a+ · · ·+ e)2 − (a2 + · · ·+ e2),

a po{to je n neparan broj, n | q, odakle jednostavno sledi tvr|ewe

zadatka.

292. (IMO 2001) Neka su a, b, c, d celi brojevi, takvi da je

a > b > c > d > 0. Pretpostavimo i da je

ac+ bd = (b+ d+ a− c)(b+ d− a+ c).

Dokazati da ab+ cd nije prost broj.

Re{ewe. Jednakost ac + bd = (b + d + a − c)(b + d − a + c) je
ekvivalentna sa

(1) a2 − ac+ c2 = b2 + bd+ d2.

Ako posledwu jednakost pomno`imo sa ac i transformi{emo, dobi-
}emo:

(2) (ac+ bd)(a2 − ac+ c2) = (ab+ cd)(ad+ bc).

Daqe, primetimo da va`i (a − d)(b − c) > 0 i (a − b)(c − d) > 0
odakle sledi

(3) ab+ cd > ac+ bd,

(4) ac+ bd > ad+ bc.

Ako bi broj ab + cd bio prost, tada koriste}i nejednakost (3), iz
jednakosti (2) dobijamo da ac+ bd | ad+ bc, {to je u kontradikciji
sa (4).
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293. (BMO 2001) Neka je n prirodan broj. Dokazati da je, ako su

a i b celi brojevi ve}i od 1 takvi da je 2n−1 = ab, broj ab−(a−b)−1
oblika k · 22m, gde je k neparan, am prirodan broj.

Re{ewe. Budu}i da je a neparan broj, dovoqno je posmatrati

stepen dvojke u izrazu a(ab− (a− b)− 1). Tada imamo:

a(ab− (a− b)− 1) = 2na− 2a− a2 + ab

= 2na+ 2n − (a+ 1)2

= 2n(a+ 1)− (a+ 1)2.

Neka je a+ 1 = 2mq, pri ~emu je q neparan im < n. Tada je

2n(a+ 1)− (a+ 1)2 = 2n+mq − 22mq2

= 22m
(
2n−mq − q2

)
= 22mk.

294. Dokazati da za svako n ∈ N postoji prirodan broj an takav
da su an, 2an, . . . , nan potpuni stepeni, tj. brojevi oblika m

k, gde su

m i k prirodni brojevi i k > 1.

Re{ewe. Dokaza}emo indukcijom po n.
Za n = 1 mo`emo uzeti a1 = 4.
Pretpostavimo sada da postoji an−1 ∈ N takav da je za svako

i ∈ {1, . . . , n− 1}, ian−1 = mki
i .

Neka je k = [k1, . . . , kn−1]. Defini{imo an sa an = an−1(nan−1)
k.

Tada je za svako i ∈ {1, . . . , n− 1},

ian = ian−1(nan−1)
k = mki

i (nan−1)
k =

(
mi(nan−1)

k
ki

)ki
i

nan = nan−1(nan−1)
k = (nan−1)

k+1.

295. Dokazati da su brojevi 2m − 1 i 2n − 1 uzajamno prosti ako
i samo ako sum i n uzajamno prosti.
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Re{ewe. Neka je D(m,n) = (2n − 1, 2m − 1). Neka je npr. n > m.

Tada imamo:

D(m,n) = ((2n − 1)− (2m − 1), 2m − 1)

=
(
2m(2n−m − 1), 2m − 1

)
=
(
2n−m − 1, 2m − 1

)
= D(m,n−m).

Primenom Euklidovog algoritma za dobijawe najve}eg zajedni~kog

delioca brojevam i n dobijamo:

D(m,n) = D(m,n−m) = · · · = D(m, r1)

= D(m− r1, r1) = · · · = D(r2, r1) = · · · = D(rk, 0).

Me|utim, D(rk, 0) = (2rk − 1, 20 − 1) = 2rk − 1. Kona~no: m i n su

uzajamno prosti ako i samo ko je rk = 1, a to je ekvivalentno sa

(2n − 1, 2m − 1) = 21 − 1 = 1,

tj. sa ~iwenicom da su 2m − 1 i 2n − 1 uzajamno prosti.

296. Ako sum i n prirodni brojevi, dokazati da je

(2m − 1, 2n − 1) = 2(m,n) − 1.

297. Na}i sve prirodne brojeve n za koje je 2n − 1 deqivo sa n.

Re{ewe.Pretpostavimo da n | 2n−1. Kako je 2n−1 neparan broj
i n | 2n − 1, n je neparan broj. Za n = 1 uslov je o~igledno ispuwen.
Neka je sada n > 3. Neka je p najmawi prost faktor od n. S obzirom

na to da je n neparan broj ne mawi od 3, p je tako|e neparan broj ne
mawi od 3. Iz uslova zadatka sledi p | 2n − 1, a na osnovu Male

Fermaove teoreme p | 2p−1 − 1. Na osnovu zadatka 296 je

(2n − 1, 2p−1 − 1) = 2(n,p−1) − 1.
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Iz p | 2n − 1 i p | 2p−1 − 1 sledi p | 2(n,p−1) − 1. Me|utim,

(n, p − 1) = 1, jer je p najmawi prost faktor od n. Dakle, p | 1, a to
je kontradikcija, jer je p > 3.

298. (IMO 1990) Odredi sve prirodne brojeve n > 1 za koje va`i
n2 | 2n + 1.

Re{ewe. Ako je n paran broj, onda broj 2n + 1 nije deqiv sa n2.

Pretpostavimo da za neki neparan broj n > 3 va`i n | 2n + 1 i
neka je p najmawi prost delilac broja n. Tada je p tako|e neparan
broj i va`i

(1) p | (2n + 1)(2n − 1) = 22n − 1.

Na osnovu Male Fermaove teoreme dobijamo i slede}u relaciju:

(2) p | 2p−1 − 1.

S obzirom na to da je najmawi prost delilac broja n jednak p sledi

(3) (2n, p− 1) = 2.

Na osnovu zadatka 296 iz relacija (1), (2) i (3) zakqu~ujemo da

p | 22 − 1 = 3, tj. p = 3. Prema tome, n = 3m za neki prirodan broj

m. Ako jem = 1, onda je n = 3 i s obzirom na to da je
23 + 1

32
= 1, to

sledi da je n = 3 jedno re{ewe zadatka.
Doka`imo da drugih re{ewa nema. Ozna~imo sa q najmawi prost

delilac brojam. Razmotrimo prvo slu~aj q = 3. Tada je n = 3k ·m1,

gde je k > 2, a brojevi m1 i 3 su uzajamno prosti. Ako je broj 2n + 1
deqiv sa n2, onda je on deqiv i sa 32k. Koriste}i ~iwenicu da je n
neparan broj, dobijamo:

2n + 1 = 1 + (−1 + 3)n = 1 +
n∑

i=0

(
n

i

)
(−1)n−i3i

= 1 + (−1) + 3n−
(
n

2

)
32 + · · ·+ 3n.
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Iz ove jednakosti sledi da je broj 3n = 3k+1m1 deqiv sa 3k+2, {to

je u kontradikciji sa uslovom da sum1 i 3 uzajamno prosti brojevi.
Razmotrimo sada slu~aj q > 5. S obzirom na to da su brojevi 22n−1 i
2q−1−1 deqivi sa q, to na osnovu prethodnog zadatka sledi da je broj
2(2n,q−1)−1 deqiv sa q. Pri tome, d = (2n, q−1) = (6m, q−1) ∈ {2, 6},
jer je q najmawi prost delilac broja m. Ne mo`e biti d = 2 jer

tada broj 22 − 1 = 3 nije deqiv sa q > 5. Za d = 6 dobijamo

2d − 1 = 26 − 1 = 63, odakle sledi da je q = 7. Iz uslova da je broj
23 − 1 deqiv sa 7, sledi da je broj 2n − 1 = 23m − 1 deqiv sa 7, a broj
2n + 1 = (2n − 1) + 2 nije deqiv sa 7, pa prema tome ni sa n. Time je
dokaz zavr{en.

299. Odrediti prirodan broj n takav da je zbir 1+2+3+ · · ·+n
trocifren broj ~ije su sve cifre jednake.

Re{ewe.Neka je n prirodan broj i a ∈ {1, 2, 3, . . . , 9} cifra takva
da je

1 + 2 + 3 + · · ·+ n = aaa = a · 100 + a · 10 + a = 111a,

tj.
n(n+ 1)

2
= 111a,

odnosno

n(n+ 1) = 222a = 2 · 3 · 37 · a.

Dakle, treba na}i cifru a takvu da se broj 2·3·37·amo`e predstaviti
kao proizvod dva uzastopna prirodna broja. Nije te{ko videti da

je a = 6, pa je n = 36.

300. Odrediti sve dvocifrene brojeve koji su jednaki zbiru kuba

cifre desetica i kvadrata cifre jedinica.

Re{ewe.Neka je tra`eni broj ab, pri ~emu va`i a ∈ {1, 2, . . . , 9},
b ∈ {0, 1, . . . , 9}. Prema uslovima zadatka tada je 10a + b = a3 + b2.
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Kako je ab = 10a + b 6 99, to je i a3 + b2 6 99, pa je 1 6 a 6 4.
Transformacijom date jedna~ine dobija se 10a−a3 = b2−b, odnosno
a(10 − a2) = b(b − 1), pa je a(10 − a2) paran broj, a to zna~i da je i
a paran broj. Kako je a(10 − a2) > 0, to je 10 − a2 > 0, pa je a 6 3.
Jedino re{ewe je a = 2, a tada je b(b − 1) = 12, pa je b = 4. Dakle,
tra`eni broj je 24 = 23 + 42.

301. Odrediti sve prirodne brojeve koji su 33 puta ve}i od zbira
svojih cifara.

Re{ewe. Neka je tra`eni broj an−1 . . . a1a0, a
2
0 + · · · + a2n−1 ̸= 0,

ai ∈ {0, 1, . . . , 9} (i = 0, 1, . . . , n− 1). Tada je

an−1 · 10n−1 + · · ·+ 10a1 + a0 = 33(an−1 + · · ·+ a1 + a0)

⇔ an−1

(
10n−1 − 33

)
+ · · ·+ a2

(
102 − 33

)
= 23a1 + 32a0.

Leva strana posledwe nejednakosti nije mawa od 10n−1 − 33, a desna
nije ve}a od 23 · 9 + 32 · 9 = 495, pa je ta jednakost mogu}a samo

za n 6 3. Jednocifrenih i dvocifrenih brojeva koji zadovoqavaju
dati uslov nema. Za n = 3 dobijamo

a2a1a0 = 100a2 + 10a1 + a0 = 33(a2 + a1 + a0),

odakle sledi da 3 | a2a1a0, pa onda va`i i 3 | a2 + a1 + a0. Sada

zakqu~ujemo da i 9 | a2a1a0, a samim tim i 9 | a2 + a1 + a0. Prema
tome, a2+a1+a0 ∈ {9, 18, 27}. Proverom se pokazuje da jedino slu~aj
a2 + a1 + a0 = 18 daje broj 594 koji zadovoqava uslove zadatka.

302. Odrediti sve dvocifrene brojeve ~iji se zbir cifara ne

mewa kada se ti brojevi pomno`e sa svakim od brojeva 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9.

303. Dokazati da se prirodan broj n mo`e predstaviti u obliku
zbira nekoliko (bar dva) uzastopnih prirodnih brojeva ako i samo

ako n nije stepen dvojke.
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Re{ewe. (→) Broj koji mo`e da se predstavi u zadatom obliku

izgleda ovako:

n = m+ (m+ 1) + · · ·+ (m+ k − 1)

= km+ (1 + 2 + · · ·+ (k − 1))

= km+
k(k − 1)

2
=

k(2m+ k − 1)

2
.

Kako su k i 2m + k − 1 razli~ite parnosti, i oba ve}a od 1, za-
kqu~ujemo da n sadr`i neparan ~inilac ve}i od 1, pa ne mo`e biti
stepen dvojke.

(←) Neka je n = 2pq, gde je q > 1 neparan broj. Mo`emo, za

m = 2p i q = 2k + 1, zapisati:

n = (m− k) + (m− k + 1) + · · ·+ (m+ k).

Mogu}e je naravno i da je m − k 6 0. U tom slu~aju iz zapisa

izbacujemo prvih k−m (negativnih) brojeva, nulu i slede}ih k−m
brojeva (koji su pozitivni).

304. Dokazati da broj koji se u dekadnom zapisu pi{e kori{}e-

wem jedino cifara 2 i 6 nije razlika kvadrata dva cela broja.

Re{ewe. Neka je c broj koji se u dekadnom zapisu pi{e kori{}e-

wem jedino cifara 2 i 6. O~igledno je c paran broj. Ako postoje celi
brojevi a i b takvi da je a2− b2 = c, onda oni ne mogu biti razli~ite
parnosti jer bi tada razlika wihovih kvadrata bila neparan priro-

dan broj. Dakle, imamo dva slu~aja:

1. a = 2m i b = 2n, za neke m i n. Tada je a2 − b2 = 4(m2 − n2),
pa 4 | c;

2. a = 2m + 1 i b = 2n + 1, za neke m i n. Tada je a2 − b2 =
4(m2 +m− n2 − n), pa, ponovo 4 | c.

Me|utim, dvocifreni zavr{etak broja c je: 22, 26, 62 ili 66, tj.
4 - c.
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Dakle, ne postoje celi brojevi a i b takvi da je a2 − b2 = c.

305. Dokazati da zbir kvadrata pet uzastopnih celih brojeva ne

mo`e biti potpun kvadrat.

Re{ewe. Broj

(n− 2)2 + (n− 1)2 + n2 + (n+ 1)2 + (n+ 2)2 = 5n2 + 10 = 5(n2 + 2)

je deqiv sa 5, ali nije sa 25, jer su jedino 1, 2 i 3 mogu}i ostaci

pri deqewu broja n2 + 2 sa 5, pa broj 5(n2 + 2) ne mo`e biti potpun
kvadrat.

306. (JBMO 2003) Neka je n pozitivan ceo broj. BrojA se sastoji

od 2n cifara i svaka od wih je 4, broj B se sastoji od n cifara i

svaka od wih je 8. Dokazati da je A+ 2B + 4 potpun kvadrat.

Re{ewe:

A+ 2B + 4 = 444 . . . 44︸ ︷︷ ︸
2n

+2 · 888 . . . 88︸ ︷︷ ︸
n

+4 =

= 4 · 111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
2n

+2 · 8 · 111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
n

+4 =

= 4 · 1
9
· 999 . . . 99︸ ︷︷ ︸

2n

+2 · 8 · 1
9
· 999 . . . 99︸ ︷︷ ︸

n

+4 =

= 4 · 10
2n − 1

9
+ 16 · 10

n − 1

9
+ 4 =

=
4

9
· (102n + 4 · 10n − 1− 4 + 9) =

=

(
2(10n + 2)

3

)2

= 66 . . . 6︸ ︷︷ ︸
n−1

82 .
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307. Ako su a, b, c celi brojevi takvi da je a+ b+ c = 0, dokazati
da je 2a4 + 2b4 + 2c4 potpun kvadrat.

Re{ewe.Neka je P (x) = x3 + px2 + qx+ r polinom ~ije su nule a,
b, c. Prema Vietovim formulama, po{to je a + b + c = 0, imamo da
je p = 0, pa je:

a3 + qa+ r = 0, b3 + qb+ r = 0, c3 + qc+ r = 0.

Ako posledwe tri jednakosti pomno`imo redom sa 2a, 2b, 2c i sabe-
remo ih dobijamo:

(∗) 2a4 + 2b4 + 2c4 + 2q(a2 + b2 + c2) + 2r(a+ b+ c) = 0.

Prema uslovu zadatka je a+ b+ c = 0, prema Vietovim formulama je

ab+ bc+ ca = q, pa je

a2 + b2 + c2 = (a+ b+ c)2 − 2(ab+ bc+ ca) = −2q,

te iz jednakosti (∗) imamo

2a4 + 2b4 + 2c4 = 4q2 = (2q)2,

{to je i trebalo dokazati.

308. Za koje prirodne brojeve n je:

(a) 2n − 1, (b) 2n + 1
potpun kvadrat?

Re{ewe. (a) Za n = 1 je 2n − 1 = 1 = 12.
Za n > 1 je 2n−1 ≡ −1 (mod 4), pa ne mo`e biti potpun kvadrat.
(b) Jedna~ina 2n + 1 = k2 ekvivalentna je slede}oj jedna~ini:

2n = (k − 1)(k + 1), odakle je k − 1 = 2m i k + 1 = 2ℓ (m < ℓ), pa je

2 = 2ℓ − 2m = 2m
(
2ℓ−m − 1

)
.
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Sada se lako vidi da je m = 1 i ℓ − m = 1, tj. ℓ = 2, odakle je
2n = 22 · 2 = 23, odnosno n = 3.

309. Da li postoji prirodan broj n takav da je nn + 1 potpun

kvadrat?

Re{ewe. Neka je nn + 1 = m2. Broj n ne mo`e biti paran, jer

je u tom slu~aju nn potpun kvadrat, pa slede}i broj ne mo`e biti

potpun kvadrat. Posmatrajmo slu~aj kad je n neparan broj. Tada je

nn = m2 − 1 = (m − 1)(m + 1), pri ~emu su m − 1 i m + 1 neparni
brojevi. Brojevi m − 1 i m + 1 su uzajamno prosti (kao uzastopni
neparni brojevi). Svaki od ta dva broja je n�ti stepen prirodnog

broja. Me|utim, razlika n�tih stepena dva prirodna broja je ve}a
od 2. Kontradikcija. Tra`eni broj ne postoji.

310. Na}i najmawi prirodan broj n takav da je

12 + 22 + · · ·+ n2

n

potpun kvadrat.

Re{ewe. Po{to je

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

jednakost
12 + 22 + · · ·+ n2

n
= m2

ekvivalentna je sa
(n+ 1)(2n+ 1)

6
= m2,

tj.

(∗) (n+ 1)(2n+ 1) = 6m2.



262 TEORIJA BROJEVA

Kako je 2n + 1 neparan broj, n + 1 je paran, pa je n neparan broj, tj.

n = 2k − 1, za neki prirodan broj k. Sada, jednakost (∗) mo`emo
zapisati u obliku

k(4k − 1) = 3m2,

odakle sledi da 3 | k ili 3 | 4k − 1.
Ako 3 | k, tj. k = 3s, za neki s, imamo da je s(12s − 1) = m2.

Po{to su brojevi s i 12s − 1 uzajamno prosti sledi da je s = u2 i

12s − 1 = v2, za neke u i v, {to je nemogu}e jer 3 | 12u2 pa v2 pri
deqewu sa 3 daje ostatak 2.

Dakle, 3 | k−1, tj. k = 3t+1, za neki t, pa je (3t+1)(4t+1) = m2,

a po{to je (3t + 1, 4t + 1) = 1, sledi da je 3t + 1 = x2 i 4t + 1 = y2,
za neke prirodne brojeve x i y ve}e od 1. Kako y mora biti neparan
broj, dodequju}i promenqivoj y redom vrednosti: 3, 5, 7, 9, 11, 13,
15, . . . , dobijamo redom vrednosti za t: 2, 6, 12, 20, 30, 42, 56, . . . , tj.
za 3t+ 1: 7, 19, 37, 61, 91, 127, 169, . . .

Dakle, k = 169 je najmawi potpuni kvadrat, pa je n = 2k − 1 =
2 · 169− 1 = 337.

311. (Savezno takmi~ewe 1998, II razred) Dokazati da ne postoji
prirodan broj n takav da je 8n + 2n + 1 potpun kvadrat.

Re{ewe. Neka je n = 2k, gde je k ∈ N. Tada va`i(
23k
)2

= 26k < 26k + 22k + 1 < 26k + 2 · 23k + 1 =
(
23k + 1

)2
,

odakle sledi da broj 8n +2n +1 = 26k +22k +1 nije potpun kvadrat.
Ako je n = 2k + 1, gde je k > 0 ceo broj, onda va`i

8n + 2n + 1 = 26k+3 + 22k+1 + 1 ≡ 2 + 2 + 1 ≡ 2 (mod 3).

Kako kvadrati prirodnih brojeva pri deqewu sa 3 daju ostatke 0 ili
1, to ni u ovom slu~aju broj 8n + 2n + 1 nije potpun kvadrat.

312. Na}i sve proste brojeve p za koje je p3−p+1 potpun kvadrat.
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Re{ewe. Neka je p3 − p + 1 = n2, tj. p(p2 − 1) = (n − 1)(n + 1).
Imamo dva slu~aja:

1. p | n − 1. Tada je n − 1 = kp za neko k ∈ N pa dobijamo da je

p(p−k2) = 2k+1. Odatle sledi p−k2 > 1 i p 6 2k+1, odakle
je k2 + 1 6 2k + 1, odnosno k = 1 ili k = 2. Za k = 2 dobijamo
p = 5, a k = 1 ne daje re{ewe;

2. p | n + 1. Tada je n + 1 = lp za neko l ∈ N pa dobijamo

2l − 1 = p(l2 − p). Po{to je p > 3 (direktno proveravamo) i
l2 − p > 1, sledi l > 2 i p 6 2l − 1 pa imamo

2l− 1 = p(l2−p) > p(l2− 2l+1) > 3(l− 1)2 > 3(l− 1) > 2l− 1.

Zna~i, sve te nejednakosti moraju biti jednakosti, pa je l = 2 i
p = 3.

313. Na}i sve prirodne brojeve n takve da je broj

24 · 316 + 52 · 314 + 3n

potpun kvadrat.

Re{ewe. Neka je

A = 24 · 316 + 52 · 314 + 3n = 314(16 · 9 + 25) + 3n = 314 · 169 + 3n = t2.

Ako je n < 14, tada je A = 3n(314−n · 169+ 1), odakle sledi je n paran
broj i da je 314−n · 169 + 1 = u2, {to je nemogu}e jer je

314−n · 169 + 1 ≡ 2 (mod 4),

dok je u2 ≡ 0 (mod 4) (u je paran broj).
Ako je n = 14, broj A = 314 · 170 nije potpun kvadrat.
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Neka je n > 14. Tada je A = 314(169 + 3n−14). Neka je k =
n − 14. Tada je 169 + 3k = v2, tj. 3k = (v − 13)(v + 13). Po{to
je (v + 13) − (v − 13) = 26 sledi jedina mogu}nost v − 13 = 1 i

v + 13 = 3k. Dakle, v = 14 i 27 = 3k, tj. k = 3 i n− 14 = 3. Najzad,
dobijamo da je n = 17.

314. Dokazati da broj od 1 000 cifara koje su sve petice osim

mo`da jedne ne mo`e biti potpun kvadrat.

Re{ewe.Neka je n dati broj. Ako bi sve cifre broja bile petice,
ili bi jedna bila razli~ita od 5, a nalazila se na nekom od prvih

998 mesta, broj ne bi bio potpun kvadrat, jer bi bio deqiv sa 5,
ali ne i sa 25. Neka je ta cifra na pretposledwem mestu. Ako je

ona razli~ita od 2 i 7, rezonujemo kao gore. Ako bi ona bila 2,
imali bi n ≡ 2 (mod 9), a za sedmicu n ≡ 7 (mod 16), a ni jedno

ni drugo nije mogu}e za kvadrat prirodnog broja. Neka je, dakle,

cifra razli~ita od 5 na posledwem mestu. Ako je ona 0, 4 ili 8,
va`i n ≡ 2 (mod 4), ako je jednaka 1 ili 9, imamo n ≡ 3 (mod 4), za
trojku i {esticu n ≡ ±3 (mod 9), a ni{ta od toga ne mo`e va`iti
za kvadrate. Kona~no, 55 . . . 57 ≡ 5 (mod 16), a 55 . . . 52 je deqivo sa
32, a nije deqivo sa 64, tako da i ovi slu~ajevi ne dolaze u obzir.

315. (Izborno takmi~ewe za JBMO 2004) Da li postoji deveto-

cifreni prirodan broj ~ije su sve cifre me|usobno razli~ite i

razli~ite od 0, koji je deqiv sa 5 i potpun je kvadrat?

Re{ewe. Pretpostavimo da postoji takav broj D. Po{to je D =
A2 i A = 10a+ 5 iz

A2 = 100a2 + 100a+ 25 = 100a(a+ 1) + 25

sledi da je cifra stotina broja D jednaka 2.
Na osnovu slede}e tabele

a ≡ · (mod 10) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a(a+ 1) ≡ · (mod 10) 0 2 6 2 0 0 2 6 2 0
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zakqu~ujemo da je cifra hiqada brojaD: 0, 2 ili 6, pa prema uslovi-
ma zadatka to mo`e biti jedino cifra 6 (cifre 2 i 5 su ve} upotre-
bqene, a 0 je iskqu~ena). Dakle,D = 1000b+625, pa 125 | D. Po{to

je D = A2, to sledi da 54 | D, pa cifra desetina hiqada broja D
mora biti ili 0 ili 5. Kontradikcija.

316. Da li potpun kvadrat mo`e biti broj ~ije su cifre samo

nule i {estice?

317. (Zimsko matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 2000, 8. razred)

Na}i sve proste brojeve p i q takve da je izraz p2 + 3pq + q2

(a) potpun kvadrat;

(b) stepen broja 5.

Re{ewe. (a) Neka je p2 + 3pq + q2 = r2, gde su p, q prosti brojevi
i r > 0 ceo broj. Ako je p ̸= 3 i q ̸= 3 tada je

p2 + 3pq + q2 ≡ 2 (mod 3),

pa je r2 ≡ 2 (mod 3), {to je nemogu}e. Ne umawuju}i op{tost pret-
postavimo da je p = 3. Tada je q2 + 9q + 9 = r2. Posledwa jedna~ina
ekvivalentna je sa (2q + 9)2 − 45 = (2r)2, odnosno sa

(2q − 2r + 9)(2q + 2r + 9) = 45.

Po{to je r > 0 to je 2q + 2r + 9 = 15 ili 2q + 2r + 9 = 45. U prvom

slu~aju je q + r = 3, {to je nemogu}e, a u drugom slu~aju re{avawem

sistema q + r = 18, 2q − 2r + 9 = 1 dobijamo q = 7. Zbog simetrije
re{ewa su p = 3, q = 7 i p = 7, q = 3.

(b) Pretpostavimo da je p2 + 3pq + q2 = 5n, gde je n prirodan

broj. Po{to je p > 2 i q > 2 to je p2 + 3pq + q2 > 20, pa je n > 2.
Daqe sledi da 25 | p2 + 3pq + q2 i 5 | p2 + 3pq + q2 = (p− q)2 + 5pq,
odakle zakqu~ujemo da 5 | (p− q)2, {to implicira da i 25 | (p− q)2,
a odatle sledi da 25 | 5pq, tj. bar jedan od brojeva p i q mora biti
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jednak 5. Ako je p = 5 tada je i q = 5 (i obrnuto) i dobijamo

p2 + 3pq + q2 = 125 = 53. Dakle, jedino re{ewe je p = q = 5.

318. (Australijska matemati~ka olimpijada, 2002) Neka sum i n
prirodni brojevi takvi da je 2 001m2 +m = 2002n2 + n. Dokazati
pa jem− n potpun kvadrat.

Re{ewe. Datu jednakost mo`emo zapisati u obliku

(m− n)(1 + 2 001(m+ n)) = n2.

Pretpostavimo da m − n nije potpun kvadrat. Tada postoji neki

prost broj p takav da p | m − n i p | 1 + 2 001(m + n). Po{to

p | n2 sledi da p | n (p prost broj). Daqe, p | (m − n) + n, tj.
p | m, pa p | m + n i p | 2 001(m + n). Me|utim, to je nemogu}e

jer p | 1 + 2 001(m + n). Dakle, brojevi m − n i 1 + 2 001(m + n)
su uzajamno prosti. Po{to je wihov proizvod potpun kvadrat, to i

oni moraju biti potpuni kvadrati. Dakle,m− n je potpun kvadrat.

319. (Savezno takmi~ewe 1986, II razred) Neka su x i y prirodni
brojevi koji zadovoqavaju jedna~inu 2x2 + x = 3y2 + y. Dokazati da
su brojevi x− y, 2x+ 2y + 1 i 3x+ 3y + 1 potpuni kvadrati.

Re{ewe. Iz 2x2 + x = 3y2 + y sledi:

x2 = x− y + 3x2 − 3y2 = (x− y)(1 + 3x+ 3y),

y2 = x− y + 2x2 − 2y2 = (x− y)(1 + 2x+ 2y).

Kako su brojevi 3x+3y+1 = 3(x+y)+1 i 2x+2y+1 = 2(x+y)+1
uzajamno prosti, sledi da je

x− y = (x2, y2) = [(x, y)]2 .

Iz navedenih izraza za x2 i y2 sada sledi i da su brojevi 3x+ 3y + 1
i 2x+ 2y + 1 tako|e potpuni kvadrati.
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320. Dokazati da ne postoje celi brojevi x i y za koje va`i

(x+ y + 2)2 = 3(xy + 1).

Re{ewe. Za svaki prirodan brojm va`i tvr|ewe: 3 | m2 ⇒ 3 | m,

tj. 3 | m2 ⇒ 9 | m2.

Ako bi postojali celi brojevi x i y za koje va`i (x + y + 2)2 =
3(xy + 1) imali bi da 3 | (x + y + 2)2, pa i da 3 | (x + y + 2) i da

3 | (xy + 1).
Iz 3 | (xy + 1) sledi da ni jedan od brojeva x i y ne mo`e biti

deqiv sa 3, niti oba mogu davati jednake ostatke pri deqewu sa 3.

(Na primer, ako bi bilo x = 3m + 1 i y = 3n + 1 za neke m i n,
imali bi da je xy+ 1 = (3m+ 1)(3n+ 1)+ 1 = 3(3mn+m+ n) + 2.)
Dakle, iz 3 | (xy + 1) sledi da jedan od brojeva pri deqewu sa 3 daje
ostatak 1, a drugi ostatak 2. Neka je x = 3m+ 1 i y = 3n+ 2 za neke
m i n. Ali tada je x+ y + 2 = 3(m+ n+ 1) + 2, {to je nemogu}e jer
3 | (x+ y + 2).

Dakle, ne postoje celi brojevi x i y takvi da je (x + y + 2)2 =
3(xy + 1).

321. (^e{ko-slova~ka matemati~ka olimpijada � prva runda,

2003) Na}i najve}i ~etvorocifren palindrom, takav da je wegov

kvadrat tako|e palindrom.

Re{ewe. Svaki ~etvorocifren palindrom p = abba mo`e se za-
pisati u obliku

p = a · 1001 + b · 110, a ∈ {1, 2, . . . , 9}, b ∈ {0, 1, . . . , 9}.

Kvadrat broja abba je oblika

p2 = a2 · 1 002 001 + 2ab · 110 110 + b2 · 12 100
= a2 · 106 + 2ab · 105 + (b2 + 2ab) · 104

+(2a2 + 2b2) · 103 + (b2 + 2ab) · 102 + 2ab · 101 + a2.
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Posledwa cifra broja p2 je ista kao i posledwa cifra broja a2.

Ako je a > 4, broj p2 ima osam cifara. Wegova prva cifra je

element skupa {c, c+ 1, c+ 2}, gde je c prva cifra broja a2. Po{to je
i p2 palindrom, to su wegova prva i posledwa cifra jednake. Upore-
|uju}i prvu i posledwu cifru brojeva 16, 25, 36, 49, 64, 81 vidimo da
nijedan od wih nije oblika c(c+ 2), c(c+ 1) ili cc.

Ako je a = 3 i b > 2, broj p2 opet ima osam cifara. Tada je wegova
posledwa cifra 9, a prva 1, pa on nije palindrom.

U svim ostalim slu~ajevima broj p2 ima sedam cifara. Tada je

broj a2 jednocifren i svaki od brojeva 2ab, 2ab + b2, 2a2 + 2b2 mora
biti mawi od 10. Razmotri}emo slede}e slu~ajeve:

(1) a = 3. Tada nejednakost 2 · 32 + 2b2 < 10 nije ta~na ni za jedno
b;

(2) a = 2. Tada je nejednakost 2 · 22 + 2b2 < 10 ta~na samo za b = 0;

(3) a = 1. Nejednakost 2 · 12 + 2b2 < 10 ta~na je za b = 0 i b = 1.

Prema tome, re{ewe zadatka je broj 2 002 (2 0022 = 4008 004).

322. (Predlog za XXX IMO) Dokazati da niz an =
[
n
√
2
]
,

n ∈ N, sadr`i beskona~no mnogo potpunih kvadrata.

Re{ewe.Neka je (xn, yn), n ∈ N, beskona~an niz re{ewa jedna~ine
x2 − 2y2 = −1 u skupu prirodnih brojeva (videti zadatak 238). Za

proizvoqno n imamo da je x2
n − 2y2n = −1, odakle je x4

n + x2
n = 2x2

ny
2
n

i [√
2x2

ny
2
n

]
=
[
xnyn
√
2
]
= x2

n

jer je

x2
n <

√
x4
n + x2

n = xnyn
√
2 <

√
x4
n + 2x2

n + 1 = x2
n + 1.
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323. (Izborno takmi~ewe za JBMO 2004) Ako je razlika kubova

dva uzastopna prirodna broja jednaka n2, tada je broj n jednak zbiru
kvadrata neka dva prirodna broja. Dokazati.

Re{ewe.Neka je (m+1)3−m3 = n2, gde jem neki prirodan broj.

Tada je n2, a otuda i n, neparan broj. Dakle, (m+1)3−m3 = (2p+1)2.
To se daqe mo`e predstaviti u obliku:

3m2 + 3m+ 1 = (2p+ 1)2

4(3m2 + 3m+ 1)− 1 = 4(2p+ 1)2 − 1
3(4m2 + 4m+ 1) = (2(2p+ 1)− 1) (2(2p+ 1) + 1)

3(2m+ 1)2 = (4p+ 1)(4p+ 3).

Kako su brojevi 4p + 1 i 4p + 3 uzajamno prosti, a wihov proizvod
jednak 3(2m+1)2, jedan od wih je potpun kvadrat. To ne mo`e da bude
4p+ 3, jer kvadrat svakog neparnog broja daje ostatak 1 pri deqewu
sa 4. Otuda je 4p+ 1 = (2t+ 1)2, odnosno

4p+ 1 = 4t2 + 4t+ 1

2p+
1

2
= 2t2 + 2t+

1

2
2p+ 1 = t2 + t2 + 2t+ 1

2p+ 1 = t2 + (t+ 1)2.

324. (Nacionalna matemati~ka olimpijada�finalna runda, Ru-

munija 2003, 8. razred) Neka su m i n prirodni brojevi. Dokazati

da se broj 5n + 5m mo`e predstaviti kao zbir dva potpuna kvadrata

ako i samo ako je brojm− n paran.

Re{ewe. Ako su m i n oba parni tada je m = 2k, n = 2l i

52k + 52l =
(
5k
)2

+
(
5l
)2
.

Ako su im i n neparni tada jem = 2k + 1, n = 2l + 1 i

52k+1 + 52l+1 =
(
5k + 2 · 5l

)2
+
(
5l − 2 · 5k

)2
.
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Neka sum i n razli~ite parnosti. Tada je

5m + 5n = 52k+1 + 52l ≡ 6 (mod 8).

Kako kvadrati prirodnih brojeva pri deqewu sa 8 daju ostatke 0, 1
ili 4, to zbir dva kvadrata ne mo`e biti kongruentan sa 6 po modulu
8, pa se broj 5m + 5n ne mo`e predstaviti kao zbir dva kvadrata.

325. Za koje prirodne brojeve n je broj

n(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ 7) + 1 · 2 · 3 · . . . · 7

mogu}e predstaviti kao zbir kvadrata dva prirodna broja?

Re{ewe. Ni za jedno n. Zaista, neka je za n,m, k ∈ N

n(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ 7) + 1 · 2 · 3 · . . . · 7 = m2 + k2.

Broj n(n + 1)(n + 2) · · · (n + 7) deqiv je sa 27, jer su ~etiri faktora
deqiva sa 2, od toga dva sa 4, a jedan i sa 8. Broj 1 · 2 · 3 · . . . · 7
deqiv je sa 24, ali ne i sa 25. Zna~i, leva strana gorwe jednakosti
deqiva je sa 16, pa mora biti i desna. Kako su ostaci pri deqewu

kvadrata prirodnog broja sa 16 samo 0, 1, 4 i 9, sledi da su i m2 i

k2 deqivi sa 16, tj. m = 4m1, k = 4k1. Dele}i gorwu jednakost sa

16 na levoj strani dobijamo broj kongruentan sa 3 po modulu 4, a
sa desne m2

1 + k2
1 , {to ne mo`e biti kongruentno sa 3 po modulu 4.

Kontradikcija.

326. (Savezno takmi~ewe 1986, I razred) Dokazati da postoji

beskona~no mnogo trojki uzastopnih prirodnih brojeva od kojih je

svaki zbir dva potpuna kvadrata. (Primer: 72 = 62+62, 73 = 82+32,
74 = 72 + 52.)

Re{ewe. Za proizvoqan prirodan broj n va`i:

n2 + n2 = 2n2, (n− 1)2 + (n+ 1)2 = 2n2 + 2.
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Zato je dovoqno dokazati da postoji beskona~no mnogo prirodnih

brojeva n takvih da za neke cele brojeve a i b va`i

(n− a)2 + (n− b)2 = 2n2 + 1,

odnosno

n2 − 2an+ a2 + n2 − 2bn+ b2 = 2n2 + 1,

tj.

2n(a+ b) = a2 + b2 − 1.

Ako za proizvoqan prirodan broj b uzmemo a = 1− b i n = b(b− 1)
tada }e va`iti

2n(a+ b) = 2b(b− 1)(1− b+ b) = 2b2 − 2b

i

a2 + b2 − 1 = (1− b)2 + b2 − 1 = 1− 2b+ b2 + b2 − 1 = 2b2 − 2b.

327. Pokazati da postoji beskona~no mnogo prirodnih brojeva

koji se ne mogu predstaviti kao suma kvadrata tri prirodna broja.

Re{ewe. Kvadrat prirodnog broja mo`e pri deqewu sa 8 davati
ostatke 0, 1 i 4. Nijedna kombinacija tri od ovih brojeva ne mo`e
u zbiru dati 7, pa zbir kvadrata tri prirodna broja ne mo`e biti
oblika 8k+7, a prirodnih brojeva tog oblika ima beskona~nomnogo.

328. (Zimsko matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 1999, 8. razred)

Neka je n ̸= 2 prirodan broj. Na}i sve cele brojeve m takve da je

k = m · 2n−2 ceo broj i A = 1999k + 6 suma n potpunih kvadrata (ne

obavezno razli~itih i razli~itih od nule).

Re{ewe. Po{to je A ceo broj to treba razmatrati samo nenega-

tivne cele brojevem.
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(1) Ako je n = 1 onda je k =
m

2
ceo broj ako i samo ako je m = 4p

ili m = 4p + 2. Ako je m = 4p indukcijom se mo`e pokazati da je

A ≡ 3 (mod 4), pa A nije potpun kvadrat. Ako je m = 4p+ 2 tada je
A ≡ 5 (mod 25), pa nije potpun kvadrat (5 | A, ali 25 - A).

(2) Ako je n = 3, tada je k = 2m i A = (8 · 250 − 1)2m + 6, pa je
A ≡ 7 (mod 8), {to je nemogu}e za zbir tri potpuna kvadrata.

(3) Ako je n > 4, tada je

A =
(
1 999m·2n−3

)2
+ 22 + 12 + 12 + 02 + · · ·+ 02

zbir n potpunih kvadrata.

Prema tome, za n = 1 ili n = 3 nema re{ewa, a za n > 4 svako
m > 0 je re{ewe.

329. (IMO 1992) Za svaki prirodan broj n sa S(n) ozna~imo
najve}i prirodan broj, takav da za svako celo k, 1 6 k 6 S(n), broj
n2 mo`e biti predstavqen u obliku zbira k kvadrata prirodnih

brojeva.

(a) Dokazati da je S(n) 6 n2 − 14 za svako n > 4.
(b) Na}i prirodan broj n, takav da je S(n) = n2 − 14.
(v) Dokazati da postoji beskona~no mnogo prirodnih brojeva n,

takvih da je S(n) = n2 − 14.

Re{ewe. (a) Pretpostavimo da se broj n2 mo`e predstaviti kao

zbir k = n2−13 kvadrata prirodnih brojeva: n2 = x2
1+x2

2+ · · ·+x2
k;

onda se 13 mo`e predstaviti kao zbir brojeva oblika x2 − 1, x ∈ N:

13 = n2 − k = (x2
1 − 1) + (x2

2 − 1) + · · ·+ (x2
k − 1).

Lako je videti da je to nemogu}e, tj. da se 13 ne mo`e prestaviti kao
zbir brojeva 0, 3, 8, 15, . . . . Zato je S(n) 6 n2 − 14.

(b) Doka`imo da je S(13) = 132 − 14 = 155. Ako je neki broj

predstavqen u obliku zbira k kvadrata, od kojih je jedan paran, onda
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mo`emo da ga predstavimo u obliku zbira k + 3 kvadrata tako {to
sabirak koji je kvadrat parnog broja razbijemo na ~etiri kvadrata:

(2x)2 = x2 + x2 + x2 + x2. Polaze}i od jednakosti

132 = 82 + 82 + 42 + 42 + 32,

broj 132 mo`emo predstaviti kao zbir k kvadrata prirodnih brojeva
za k = 5, 8, 11, . . . , 155. Sli~no, iz

132 = 82 + 82 + 42 + 42 + 22 + 22 + 12

dobijamo reprezentaciju broja 132 u obliku zbira k = 7, 10, 13, . . . ,
154 kvadrata prirodnih brojeva, a iz

132 = 82 + 82 + 42 + 32 + 32 + 22 + 12 + 12 + 12

dobijamo reprezentaciju broja 132 u obliku zbira k = 9, 12, 15, . . . ,
153 kvadrata prirodnih brojeva. Preostalo je jo{ da poka`emo da

se 132 mo`e predstaviti kao zbir k = 2, 3, 4, 6 kvadrata prirodnih
brojeva:

132 = 122 + 52

= 122 + 42 + 32

= 112 + 42 + 42 + 42

= 122 + 32 + 22 + 22 + 22 + 22.

(v) Neka je S(n) = n2 − 14 za neko n > 13. Dokaza}emo da je

S(2n) = (2n)2−14. Ako n2 mo`e da se predstavi kao zbir k kvadrata
prirodnih brojeva, polaze}i od

(2n)2 = (2x1)
2 + (2x2)

2 + · · ·+ (2xk)
2,

razbijawem parnih kvadrata dobijamo reprezentaciju broja n2 u ob-

liku zbira k, k+3, . . . , 4k kvadrata. Zna~i da se broj (2n)2 mo`e pred-
staviti kao zbir k kvadrata prirodnih brojeva, za 1 6 k 6 4n2− 62.
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Ako je 4n2 − 63 6 k 6 4n2 − 14, onda je 14 6 4n2 − k 6 63 6
4 · 132 − 63 6 k. Lako je dokazati da se svaki broj m > 14 mo`e

predstaviti kao zbir k > m brojeva oblika x2 − 1, x ∈ N. Ako ovu
~iwenicu primenimo na 4n2 − k, dobijamo

4n2 − k = (x2
1 − 1) + (x2

2 − 1) + · · ·+ (x2
k − 1),

a odavde 4n2 = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
k. Iz predhodnog razmatrawa sledi

da je S(n) = n2 − 14 za n = 2s · 13, s ∈ N.

330. Dokazati da nijedan broj oblika 10 . . . 02 (proizvoqan broj
nula) nije zbir kubova nekoliko uzastopnih prirodnih brojeva.

Re{ewe. Ako izme|u 1 i 2 nema nula imamo broj 12 za koji se

lako proverava da nije zbir kubova nekoliko uzastopnih prirodnih

brojeva. Stoga se ograni~imo na brojeve oblika 10 . . . 02.
Pretpostavimo da je

10 . . . 02 = (k + 1)3 + (k + 2)3 + · · ·+ n3

za neke prirodne brojeve k i n. Kako je

(k + 1)3 + (k + 2)3 + · · ·+ n3

=
(
13 + 23 + · · ·+ n3

)
−
(
13 + 23 + · · ·+ k3

)
=

(
n(n+ 1)

2

)2

−
(
k(k + 1)

2

)2

,

to je

10 . . . 02 =

(
n(n+ 1)

2

)2

−
(
k(k + 1)

2

)2

.

Na levoj strani je paran broj koji nije deqiv sa 4 (zavr{ava se sa 02),
a na desnoj razlika kvadrata dva prirodna broja. Me|utim, lako se

pokazuje da je razlika kvadrata dva prirodna broja ili neparan broj

ili paran broj deqiv sa 4. Kontradikcija.
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331. Dva 2 002�cifrena broja m i n su potpuni sedmi stepeni.

Da li 4 004�cifren broj koji se dobija ispisivawem broja n iza

brojam mo`e biti potpun sedmi stepen?

Re{ewe. Neka je m = x7 i n = y7. Tada je broj koji se iz wih

dobija nadovezivawem

102002x7 + y7 =
(
10286x

)7
+ y7.

Me|utim, ovaj broj ne mo`e biti potpun sedmi stepen, na osnovu

Velike Fermaove teoreme.

332. (Predlog za XXIX IMO) Neka je

an =
[√

(n+ 1)2 + n2
]
, n ∈ {0, 1, 2, . . . }

Dokazati da:

(1) postoji beskona~no mnogo prirodnih brojeva m takvih da je

am+1 − am = 1;

(2) postoji beskona~no mnogo prirodnih brojeva m takvih da je

am+1 − am > 1.

Re{ewe. Potra`imo, u skupu prirodnih brojeva, re{ewa jedna-

~ine (n + 1)2 + n2 = y2, tj. 2n2 + 2n + 1 = y2. Prema zadatku

238, jedna~ina x2 − 2y2 = −1 ima beskona~no mnogo re{ewa u skupu
prirodnih brojeva (pri ~emu je prva koordinata re{ewa neparan

broj). Stavqaju}i u posledwu jedna~inu da je x = 2n + 1, dobijamo
2n2 + 2n + 1 = y2, odakle sledi da i ova jedna~ina ima beskona~no
mnogo re{ewa u skupu prirodnih brojeva. Dakle, za beskona~no

mnogo prirodnih brojeva n va`i:

an =
[√

(n+ 1)2 + n2
]
=
[√

2n2 + 2n+ 1
]
=
[√

y2
]
= y.
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Pokaza}emo da je

y + 1 <
√

(n+ 2)2 + (n+ 1)2 < y + 2,

odakle je

an+1 =
[√

(n+ 2)2 + (n+ 1)2
]
= y + 1,

pa sledi tvr|ewe (1). Naime, imamo da va`i:

y + 1 <
√
2n2 + 6n+ 5 < y + 2

⇔ y2 + 2y + 1 < 2n2 + 6n+ 5 < y2 + 4y + 4

⇔ 2y + 1 < 4n+ 4 < 4y + 4

⇔ n < y < 2n+
3

2

⇔ n2 < y2 < 4n2 + 6n+
9

4

⇔ n2 < 2n2 + 2n+ 1 < 4n2 + 6n+
9

4
,

pri ~emu su posledwe nejednakosti o~igledno ta~ne.

Po{to je za y > 2, y2 − 3 > (y − 1)2, imamo da je[√
2n2 + 2n+ 1

]
=
[√

y2 − 3
]
= y − 1,

jer je
√
y2 − 3 < y. Zna~i, da bismo dokazali tvr|ewe (2), dovoqno

je dokazati da jedna~ina 2n2 + 2n + 1 = y2 − 3 ima beskona~no

mnogo re{ewa. Me|utim, posledwa jedna~ina je ekvivalentna sa

x2− 2y2 = −7, gde je x = 2n+1, pa tvr|ewe sledi prema zadatku 238.
Poka`imo zato da je√

(n+ 2)2 + (n+ 1)2 > y + 1,
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odakle }e slediti da je
[√

(n+ 2)2 + (n+ 1)2
]
> y+1, pa i tvr|ewe

(2).
√
2n2 + 6n+ 5 > y + 1 ⇔ 2n2 + 6n+ 5 > y2 + 2y + 1

⇔ 2n2 + 6n+ 5− (2n2 + 2n+ 4) > 2y + 1

⇔ 4n+ 1 > 2y + 1⇔ 2n > y ⇔ 4n2 > y2

⇔ 4n2 > 2n2 + 2n+ 4⇔ n2 > n+ 2

⇔ n(n− 1) > 2,

{to je ta~no za n > 2.

333. (Savezno takmi~ewe 1988, III i IV razred) Dat je strogo

rastu}i niz a1, a2, . . . prirodnih brojeva, tako da je a1 = 1, a2 = 2
i za svaka dva uzajamno prosta broja m i n va`i am · an = amn.

Dokazati da za svaki prirodan broj n va`i an = n.

Re{ewe. Iz uslova zadatka sledi

a3a5 = a15 < a18 = a2a9 = 2a9 < 2a10 = 2a2a5 = 4a5

⇒ a3 < 4⇒ a3 = 3.

Doka`imo indukcijom da za svaki prirodan broj n > 3 va`i an = n.
Pretpostavimo da to va`i za sve prirodne brojeve mawe ili

jednake n. Kako su n− 1 i n uzajamno prosti, to je

a(n−1)·n = an−1 · an = (n− 1) · n.

Kako je niz (an) strogo rastu}i, to je ak = k za sve k za koje je

n < k 6 (n − 1) · n, pa specijalno i za k = n + 1, ~ime je tvr|ewe
zadatka dokazano.

334. Niz an, n ∈ N, prirodnih brojeva zadat je na slede}i na~in:
a1 = 200, a2 = 1 i

an+2 = ostatak pri deqewu zbira an + an+1 sa 102, n ∈ N.
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Odrediti ostatak pri deqewu broja a31 + a32 + · · ·+ a32005 sa 9.

Re{ewe. Nije te{ko pokazati da va`e slede}e implikacije:

a ≡ b (mod 102)⇒ a ≡ b (mod 3);

a ≡ b (mod 3)⇒ a3 ≡ b3 (mod 9).

Kako je, prema uslovu zadatka, za svaki prirodan broj n,

an+2 ≡ an + an+1 (mod 102),

to je i

an+2 ≡ an + an+1 (mod 3),

pa je:

a1 ≡ −1 (mod 3), a2 ≡ 1 (mod 3), a3 ≡ 0 (mod 3),
a4 ≡ 1 (mod 3), a5 ≡ 1 (mod 3), a6 ≡ −1 (mod 3),
a7 ≡ 0 (mod 3), a8 ≡ −1 (mod 3).
Kako je

an+4 ≡ an+3 + an+2 ≡ (an+2 + an+1) + an+2

≡ 2an+2 + an+1 ≡ 2 (an+1 + an) + an+1

≡ 3an+1 + 2an ≡ −an (mod 3),

to je an+8 ≡ −an+4 ≡ an(mod 3), pa je

a8m+k ≡ ak(mod 3), (k = 1, 2, . . . , 8) .

Sada imamo da je

a38m+1 + a38m+2 + · · ·+ a38m+8

≡ a31 + a32 + · · ·+ a38
≡ (−1)3 + 13 + 03 + 13 + 13 + (−1)3 + 03 + (−1)3

≡ 0 (mod 9).
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Kako je 2 005 = 250 · 8 + 5, to }e biti

a31 + a32 + · · ·+ a32005
≡ (a31 + · · ·+ a38) + (a39 + · · ·+ a316) + · · ·+
+ (a31993 + · · ·+ a32000) + a32001 + a32002 + a32003 + a32004 + a32005
≡ 0 + · · ·+ 0 + a31 + a32 + a33 + a34 + a35
≡ 2 (mod 9).

Dakle, ostatak pri deqewu broja a31 + a32 + · · ·+ a32005 sa 9 je 2.

335. (BMO 1990) Niz an, n ∈ N je dat na slede}i na~in a1 = 1,
a2 = 3 i

an+2 = (n+ 3)an+1 − (n+ 2)an

za sve prirodne brojeve n. Na}i sve ~lanove ovog niza koji su deqivi
sa 11.

Re{ewe. Neka je rn ostatak koji se dobija deqewem an sa 11. Ako
se ima u vidu da je

(1) rn+2 ≡ (n+ 3)rn+1 − (n+ 2)rn (mod 11),

nije te{ko izra~unati prvih 11 ~lanova niza rn, n ∈ N:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
rn 1 3 9 0 10 4 6 0 1 0 0

Matemati~kom indukcijom nije te{ko pokazati da je rn = 0 za
n > 10. Pri tom se koristi rekurentna veza (1) i ~iwenica da je

r10 = r11 = 0. Prema tome, deqivi sa 11 su ~lanovi sa indeksima

n = 4, n = 8 i n > 10.

336. (Zimsko matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 1998, 10. razred)

Neka je n prirodan broj. Na}i broj nizova a1, a2, . . . , a2n takvih da
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je ai ∈ {−1, 1} i∣∣∣∣∣
2l∑

i=2k−1

ai

∣∣∣∣∣ 6 2 za sve 1 6 k 6 l 6 n.

Re{ewe. Jasno je da bilo koji niz kod koga je a2k−1 + a2k = 0 za
1 6 k 6 n zadovoqava uslove zadatka. Postoji 2n takvih nizova.

Analizirajmo sada nizove kod kojih postoji k za koje je a2k−1 +
a2k ̸= 0. Za dati takav niz, neka su k1, k2, . . . , ks svi indeksi koji

imaju pomenuto svojstvo. Ako je a2ki−1+a2ki = 2(−2) tada je a2ki+1−1+
a2ki+1

= −2(2). Prema tome, svi zbirovi a2ki−1 + a2ki (pa otuda i svi
parovi (a2ki−1, a2ki)) su jedinstveno odre|eni sa a2k1−1+a2k1 (postoje
dve mogu}nosti za (a2k1−1, a2k1)). Postoje dve mogu}nosti za svaki od
preostalih n− s parova za koje je a2t−1 + a2t = 0. Dakle, postoji

2n + 2 · 2n−1

(
n

1

)
+ · · ·+ 2 · 2n−k

(
n

k

)
+ · · ·+ 2 · 2

(
n

n− 1

)
+ 2 ·

(
n

n

)
nizova sa tra`enom osobinom. Dodaju}i i oduzimaju}i 2n u gorwem
izrazu dobijamo da je taj broj jednak

2 ·
[
2n
(
n

0

)
+ 2n−1

(
n

1

)
+ · · ·+ 2

(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)]
− 2n = 2 · 3n − 2n.

337. (Zimsko matemati~ko takmi~ewe, Bugarska 1998, 11. razred)

Neka je (am)
∞
m=1 niz prirodnih brojeva koji imaju samo parne cifre

u svom decimalnom zapisu: a1 = 2, a2 = 4, a3 = 6, a4 = 8, a5 = 20, . . . .
Na}i sve prirodne brojevem takve da je am = 12m.

Re{ewe. Neka jem prirodan broj im = b0 + b1 · 5 + · · ·+ bn · 5n,
0 6 bi 6 4, bn ̸= 0. Ozna~imo

f(m) = 2b0 + 2b1 · 10 + · · ·+ 2bn · 10n.
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Jasno je da je {f(m) | m ∈ N} skup svih pozitivnih celih brojeva

koji imaju samo parne cifre u decimalnom zapisu. Kako je

f(m1) < f(m2)⇔ m1 < m2,

sledi da je am = f(m) za sve m. Dakle, treba na}i sve m takve da

va`i

12(b0 + b1 · 5 + · · ·+ bn · 5n) = 2b0 + 2b1 · 10 + · · ·+ 2bn · 10n,

tj.

(∗) 6(b0 + b1 · 5 + · · ·+ bn · 5n) = b0 + b1 · 10 + · · ·+ bn · 10n.

Kako je

b0 + b1 · 5 + · · ·+ bn · 5n 6 5n+1 − 1

i

b0 + b1 · 10 + · · ·+ bn · 10n > 10n,

iz (∗) sledi da je 6(5n+1 − 1) > 10n, odakle je 6 · 5n+1 > 10n. Daqe se
dobija 2n < 30, tj. n 6 4.

Za n = 4 iz (∗) dobijamo da je b0 + 4b1 + 10b2 = 50b3 + 1250b4 >
1 250, {to je nemogu}e. Sli~no se pokazuje da mora biti n > 3, tj.
n = 3. U tom slu~aju je b0 + 4b1 + 10b2 = 50b3. O~igledno je b3 = 1
i b0 = b1 jer je b0 − b1 deqivo sa 5. Daqe je b0 + 2b2 = 10 odakle je
b0 = 2, b2 = 4 ili b0 = 4, b2 = 3. Prema tome, tra`eni brojevi m su

m = 2 + 2 · 5 + 4 · 52 + 53 = 237 im = 4 + 4 · 5 + 3 · 52 + 53 = 224.

338. (Nacionalna matemati~ka olimpijada�finalna runda, Bu-

garska 1998) Dat je prirodan broj n. Na}i najmawi prirodan broj k
za koji postoji k nizova nula i jedinica du`ine 2n + 2 sa slede}om
osobinom: bilo koji niz nula i jedinica du`ine 2n + 2 poklapa se
u najmawe n+ 2 pozicije sa nekim od ovih k nizova.
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Re{ewe. Pokaza}emo da je k = 4. Pretpostavimo da je k 6 3 i
neka su odgovaraju}i nizovi ai1, a

i
2, . . . , a

i
2n+2, i = 1, . . . , k. Po{to je

k 6 3 to postoji niz b1, b2, . . . , b2n+2 takav da je

(b2l+1, b2l+2) ̸= (ai2l+1, a
i
2l+2) za l = 0, 1, . . . , n i i = 1, . . . , k,

{to je kontradikcija. Za k = 4 lako se proverava da nizovi 000 . . . 0,
011 . . . 1, 100 . . . 0 i 111 . . . 1 imaju tra`enu osobinu.

339. (Nacionalna matemati~ka olimpijada�regionalna runda,

Bugarska 2000) Dat je niz (an)
∞
n=1, definisan sa a1 = 43, a2 = 142 i

an+1 = 3an + an−1 za n > 2. Dokazati:
(a) an i an+1 su uzajamno prosti za sve n;
(b) za svaki prirodan broj m postoji beskona~no mnogo pri-

rodnih brojeva n, takvih da su i an − 1 i an+1 − 1 deqivi sam.

Re{ewe. (a) Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje prirodni

brojevi n i m > 1 takvi da m deli i an i an+1. Tada iz an−1 =
an+1−3an sledi dam deli i an−1. Nastavqaju}i daqe ovakvu analizu

zakqu~ujemo dam deli i a1 i a2. Me|utim, to je nemogu}e jer su a1 i
a2 uzajamno prosti.

(b) Posmatrajmo niz (an)
∞
n=−∞, definisan sa an−1 = an+1 − 3an

za negativne indekse. Tada je a0 = a2 − 3a1 = 13, a−1 = a1 −
3a0 = 4, a−2 = a0 − 3a−1 = 1, a−3 = a−1 − 3a−2 = 1 itd. Prema

tome, definisali smo niz (an)
∞
−∞ celih brojeva, takav da je an+1 =

3an + an−1 za sve n ∈ Z. Po{to parova (p (mod m), q (mod m)) ima
kona~no mnogo, sledi da postoje celi brojevi r i s, s > r, takvi da
je ar ≡ as (mod m) i ar+1 ≡ as+1 (mod m). Iz rekurentne relacije
tada sledi

ar+2 = 3ar+1 + ar ≡ 3as+1 + as (mod m),

tj. ar+2 ≡ as+2 (mod m) odakle indukcijom mo`emo pokazati da je

ar+i ≡ as+i (mod m) za sve i. Dakle, niz (an (mod m))∞−∞ je peri-

odi~an. Po{to je a−3 ≡ a−2 ≡ 1 (mod m), to postoji beskona~no
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mnogo prirodnih brojeva takvih da su i an − 1 i an+1 − 1 deqivi sa
m.

340. (IV selekciono takmi~ewe za IMO, Rumunija 2003) Neka je

P skup svih prostih brojeva i M podskup od P , koji ima bar tri

elementa, takav da za bilo koji pravi podskup A od M va`i da svi

prosti delioci broja

−1 +
∏
p∈A

p

pripadaju skupuM . Dokazati da jeM = P .
Re{ewe. Ako 2 ̸∈M , uzmimo A = {p}, p ∈M . Tada je p− 1 paran

broj, pa prema uslovu zadatka sledi da 2 ∈ M . Kontradikcija.

Dakle, 2 ∈M .

Pretpostavimo sada da je skup M kona~an, M = {2, p2, . . . , pk},
k > 3. Neka je A = {2, p3, . . . , pk} i ozna~imo sa P proizvod svih

elemenata skupaM . Tada dobijamo

(∗) 2p3 · · · pk − 1 =
P

p2
− 1 = pα2 ⇒ P = pα+1

2 + p2.

Neka je sada A = {p3, . . . , pk}. Tada imamo

(∗∗) p3 · · · pk − 1 =
P

2p2
− 1 = 2βpγ2 ⇒ P = 2p2(2

βpγ2 + 1).

Iz (∗) i (∗∗) sledi

pα+1
2 + p2 = 2p2(2

βpγ2 + 1)⇒ pα2 + 1 = 2β+1pγ2 + 2⇒ 1 ≡ 2 (mod p2),

{to je kontradikcija. Dakle, skupM nije kona~an.

Pretpostavimo sada da postoji prost broj q, takav da q ̸∈ M ,

M = {2, p2, p3, . . . , pk, . . . }. Tada me|u brojevima

2− 1, 2p2 − 1, . . . , 2p2p3 · · · pq+1 − 1



284 TEORIJA BROJEVA

najmawe dva imaju isti ostatak pri deqewu sa q. Neka je

2 · · · pi − 1 ≡ 2 · · · pj − 1 (mod q), 1 6 i < j 6 q + 1.

Tada je

2 · · · pi(pi+1 · · · pj − 1) ≡ 0 (mod q)⇒ pi+1 · · · pj − 1 ≡ 0 (mod q),

odakle sledi da q ∈M , {to je kontradikcija. Prema tomeM = P .

341. ( III selekciono takmi~ewe za JBMO, Rumunija 2003) Neka

je a prirodan broj takav da an ima neparan broj cifara u dekadnom
zapisu za sve n > 0. Dokazati da je tada broj a paran stepen broja 10.

Re{ewe.Kako broj a ima neparan broj cifara, tada za neko celo-
brojno k > 0 va`i 102k 6 a < 102k+1. Treba pokazati da je a = 102k.

Primetimo najpre da je 104k 6 a2 < 104k+2. Po{to i broj a2 ima
neparan broj cifara, to je 102k 6 a < 102k+

1
2 .

Daqe, iz 108k 6 a4 < 108k+2, s obzirom na to da a4 ima neparan
broj cifara, sledi 102k 6 a < 102k+

1
4 .

Indukcijom po n dobijamo da je 102k 6 a < 102k+
1
2n , za sve n > 0.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je a > 102k + 1. Tada je

102k+
1
2n > 102k + 1 ⇔ 102k

(
10

1
2n − 1

)
> 1

⇔ 10
1
2n > 1 +

1

102k

⇔ 10 >

(
1 +

1

102k

)2n

, za sve n > 0.

S druge strane, kori{}ewem Bernulijeve nejednakosti, imamo(
1 +

1

102k

)2n

> 1 +
2n

102k
, za sve n > 0,
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pa }e za dovoqno veliko n biti 1 +
2n

102k
> 10. Kontradikcija.

342. (Australijska matemati~ka olimpijada, 2002) Neka su n i

q prirodni brojevi, n > 5, 2 6 q 6 n. Dokazati da q − 1 deli[
(n− 1)!

q

]
.

Re{ewe. Razmotri}emo nekoliko slu~ajeva:

(1) q < n. Tada proizvod (n − 1)! = 1 · 2 · . . . · (n − 1) sadr`i kao
faktore i q i q − 1, pa q(q − 1) | (n− 1)!, odnosno

q − 1 | (n− 1)!

q
=

[
(n− 1)!

q

]
.

(2) q = n, pri ~emu je q prost broj. Tada je prema Vilsonovoj

teoremi (n− 1)! ≡ −1 ≡ n− 1 (mod n), odakle dobijamo, zbog
(n, n−1) = 1, da je (n−2)! ≡ 1 (mod n). Dakle, (n−2)! = yn+1
za neki ceo broj y. Tada je[
(n− 1)!

n

]
=

[
(n− 1)(yn+ 1)

n

]
=

[
ny − y + 1− 1

n

]
= (n− 1)y,

{to je deqivo sa n− 1 = q − 1.

(3) q = n, pri ~emu je q slo`en broj. Dovoqno je pokazati da

n(n− 1) | (n− 1)!.

Neka je p najve}i prost delilac broja n i n = px. Tada je

1 < x < n. Kako x | n to ne mo`e biti x = n − 1. Dakle,

1 < x 6 n− 2.

(3a) Ako je p ̸= x tada se i p i x pojavquju na razli~itim

mestima u razvoju proizvoda (n− 2)! = 1 · 2 · . . . · (n− 1),
pa n = px | (n− 2)!, odakle sledi da n(n− 1) | (n− 1)!.
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(3b) Ako je p = x tada je n = p2. Po{to je n > 4, to je p > 2, pa
je p2 > 2p. Kako je u ovom slu~aju (2p, n) = p, to ne mo`e
biti 2p = n − 1, pa je 2p 6 n − 2. Tada se brojevi p i

2p pojavquju na razli~itim mestima u razvoju proizvoda

(n− 2)! = 1 · 2 · . . . · (n− 1), pa 2p2 | (n− 2)!, odakle sledi
da n(n− 1) | (n− 1)!.

343. (Azijsko-pacifi~ka matemati~ka olimpijada, 2002) Neka je

a1, a2, . . . , an niz nenegativnih celih brojeva, n ∈ N. Dokazati da je

a1!a2! · · · an! > ([An]!)
n,

gde je

An =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
.

Re{ewe. Neka je zbir brojeva ai fiksiran i jednak k. Kako

postoji samo kona~no mnogo n-torki nenegativnih celih brojeva

ai ~iji je zbir jednak k, onda postoji jedna koja minimizira vrednost
proizvoda M = a1! · a2! · . . . · an!. Bez smawewa op{tosti mo`emo

pretpostaviti da je a1 > a2 > · · · > an.
Doka`imo najpre da se minimalna vrednost proizvodaM dosti-

`e kada je a1 = an + 1 ili a1 = an.
Pretpostavimo suprotno. Tada je a1 > an+2 > 2, pa je a1−1 > 1.

Tada je:

an + 1 < a1
(an + 1)!

an!
<

a1!

(a1 − 1)!

(a1 − 1)! · a2! · . . . · an−1! · (an + 1)! < a1! · a2! · . . . · an−1! · an! 6 M,

{to je kontradikcija sa minimalno{}u vrednosti proizvodaM .
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(1) a1 = an. Tada su svi brojevi ai me|usobom jednaki i neka je ta

vrednost a. Tada je [An] = a, pa su leva i desna strana tra`ene
nejednakosti jednake (a!)n.

(2) a1 = an + 1. Tada je

nan < k 6 an + (n− 1)a1 = an + (n− 1)(an + 1) = nan + n− 1,

pa je

an < An 6 an +
n− 1

n
, tj. [An] = an.

Sada je

a1! · a2! · . . . · an! > a1!(an!)
n−1

= (an!)
n(an + 1)

= ([An]!)
n(an + 1)

> ([An]!)
n.

344. (IMO 2002) Odrediti sve parove celih brojeva m,n ne ma-

wih od 3, za koje je
am + a− 1

an + a2 − 1

ceo broj, za beskona~no mnogo prirodnih brojeva a.

Re{ewe. Defini{imo polinome

f(x) = xm + x− 1 i g(x) = xn + x2 − 1.

Neka je q(x) koli~nik, a r(x) ostatak pri deqewu f sa g. Kako su

koeficijenti polinoma f i g celi, a vode}i koeficijent polinoma
g jednak 1, koeficijenti polinoma q i r su celi brojevi. Kako je

f(a)

g(a)
= q(a) +

r(a)

g(a)
,
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to je
r(a)

g(a)
ceo broj za beskona~no mnogo prirodnih brojeva a. Kako

ovaj koli~nik te`i nuli kad a te`i ∞, to je
r(a)

g(a)
= 0, odnosno,

r(a) = 0, za beskona~no mnogo prirodnih brojeva a. Sledi r(x) = 0,
tj. polinom f(x) je deqiv sa polinomom g(x). Doka`imo da jem = 5
i n = 3.

Stavimom = n+ k, k > 0. Kako je

f(x) = xkg(x) + (1− x)(xk+1 + xk − 1),

polinom g deli (1− x)(xk+1 + xk − 1), dakle i h(x) = xk+1 + xk − 1.
Zato je k + 1 > n > 3. Kako je g(0) < 0 i g(1) > 0, polinom g
ima u intervalu (0, 1) realan koren α, koji je i koren polinoma h.
Iz nejednakosti αn > αk+1 i α2 > αk, sledi αn + α2 > αk+1 + αk,

{to je, zbog αn + α2 = 1 i αk+1 + αk = 1 , mogu}e jedino kada u obe
nejednakosti va`i jednakost. Otuda je n = k+1 i 2 = k, dakle, n = 3
im = 5.

345. (Savezno takmi~ewe 1983, III i IV razred) Niz prirodnih

brojeva (xn) je definisan na slede}i na~in:

x1 = 2, xn+1 =

[
3

2
xn

]
(n = 1, 2, 3 . . . ).

Dokazati da u nizu (xn) ima beskona~no mnogo neparnih i beskona-
~no mnogo parnih prirodnih brojeva.

Re{ewe. Pretpostavimo da u nizu (xn) ima kona~no mnogo ne-

parnih brojeva. Tada postoji prirodan brojm, takav da je xn paran

broj za svaki n takav da je n > m. Neka je xm = 2k0, k0 ∈ N. Tada je

xm+1 =

[
3

2
xm

]
=

[
3

2
· 2k0

]
= 3k0.
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Kako je xm+1 paran broj, to je k0 = 2k1, k1 ∈ N. Daqe je

xm+2 =

[
3

2
xm+1

]
=

[
3

2
· 3k0

]
=

[
3

2
· 3 · 2 · k1

]
= 32k1.

Kako je xm+2 tako|e paran broj, to je k1 = 2k2, k2 ∈ N, i k0 = 22k2.
Nastavqaju}i postupak dobijamo da za svaki prirodan broj s

postoji, tako|e prirodan, broj ks tako da je k0 = 2sks, tj. za svaki
prirodan broj s, 2s | k0, {to je nemogu}e.

Pretpostavimo sada da u nizu (xn) ima kona~no mnogo parnih

brojeva. Tada postoji prirodan broj m takav da je xn neparan broj

za svaki n takav da je n > m. Neka je xm = 2k0 + 1, k0 ∈ N. Tada je

xm+1 =

[
3

2
(2k0 + 1)

]
= 3k0 + 1.

Kako je xm+1 neparan broj, to je k0 = 2k1, k1 ∈ N. Daqe, analogno

kao u prvom slu~aju dokazujemo da nas ovakva pretpostavka dovodi

do kontradikcije.

346. (IMO 1968) Za svaki prirodan broj n izra~unati zbir[
n+ 1

2

]
+

[
n+ 2

4

]
+ · · ·+

[
n+ 2k

2k+1

]
+ · · · .

Re{ewe. Za svaki realan broj x va`i (videti teoremu 1.1. (9)):

(∗)
[
x+

1

2

]
= [2x]− [x].

Ako saberemo jednakosti dobijene iz (∗) stavqawem da je x =
n

2k+1
,

k = 0, 1, . . . ,m, dobijamo da je

m∑
k=0

[
n+ 2k

2k+1

]
= [n]−

[ n

2m

]
.
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Po{to za svako n postoji prirodan brojm takav da je 2m > n, imamo

da je lim
m→+∞

[ n

2m

]
= 0, pa je

+∞∑
k=0

[
n+ 2k

2k+1

]
= n.

347. (IMO 1976) Niz (un) definisan je na slede}i na~in

u0 = 2, u1 =
5

2
un+1 = un

(
u2
n−1 − 2

)
− u1 (n = 1, 2, 3, . . . )

Dokazati da je

[un] = 2
2n−(−1)n

3 , n = 1, 2, . . . .

Re{ewe. Dokaza}emo da je

(∗) un = 2
2n−(−1)n

3 + 2−
2n−(−1)n

3 , n = 0, 1, 2, . . .

Zaista, jednakost (∗) je ta~na za n = 0 i n = 1. Pretpostavimo da je
ta~na za neke uzastopne prirodne brojeve n− 1 i n. Tada imamo da je

un+1 =
(
2

2n−(−1)n

3 + 2−
2n−(−1)n

3

)(
22

2n−1−(−1)n−1

3 + 2−2
2n−1−(−1)n−1

3

)
− 5

2

= 2
2n−(−1)n+2n−2(−1)n−1

3 + 2
2n−(−1)n−2n+2(−1)n−1

3 +

+2
−2n+(−1)n+2n−2(−1)n−1

3 + 2
−2n+(−1)n−2n+2(−1)n−1

3 − 5

2

= 2
2n+1−(−1)n+1

3 + 2(−1)n+1

+ 2−(−1)n+1

+ 2
−2n+1+(−1)n+1

3 − 5

2

= 2
2n+1−(−1)n+1

3 + 2−
2n+1−(−1)n+1

3
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jer je 2(−1)n+1
+2−(−1)n+1

=
5

2
(jedan od sabiraka je uvek 2, a drugi

1

2
).

Ako je n > 0, drugi sabirak u jednakosti (∗) je mawi od 1 (jer je
odgovaraju}i eksponent negativan), a prvi je ceo broj (jer iz iden-

titeta an − bn = (a − b)(an−1 + an−2b + · · · + bn−1) sledi da je

odgovaraju}i eksponent ceo broj) i bi}e

[un] = 2
2n−(−1)n

3 , n = 1, 2, . . . .

348. Odrediti najve}i stepen broja 2 koji deli
[(
1 +
√
3
)n]

.

Re{ewe. Broj
(
1 +
√
3
)n

+
(
1−
√
3
)n

je ceo i va`i:

[(
1 +
√
3
)n]

=

{ (
1 +
√
3
)n

+
(
1−
√
3
)n − 1, n paran broj(

1 +
√
3
)n

+
(
1−
√
3
)n

, n neparan broj

jer je 0 <
(
1−
√
3
)n

< 1, ako je n paran broj, i −1 <
(
1−
√
3
)n

< 0,
ako je n neparan broj.

Ako je n paran broj, tj. n = 2m, za neki prirodan brojm, onda je[(
1 +
√
3
)2m]

=
(
1 +
√
3
)2m

+
(
1−
√
3
)2m
− 1

=

((
1 +
√
3
)2)m

+

((
1−
√
3
)2)m

− 1

=
(
4 + 2

√
3
)m

+
(
4− 2

√
3
)m
− 1

= 2m
((

2 +
√
3
)m

+
(
2−
√
3
)m)

− 1.

Po{to je
(
2 +
√
3
)m

+
(
2−
√
3
)m

ceo broj, to je, u ovom slu~aju,[(
1 +
√
3
)n]

neparan broj.
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Ako je n neparan broj, tj. n = 2m+ 1, tada je[(
1 +
√
3
)2m+1

]
=
(
1 +
√
3
)2m+1

+
(
1−
√
3
)2m+1

=
(
4 + 2

√
3
)m (

1 +
√
3
)
+
(
4− 2

√
3
)m (

1−
√
3
)

= 2m
((

2 +
√
3
)m (

1 +
√
3
)
+
(
2−
√
3
)m (

1−
√
3
))

.

Ako je
(
2 +
√
3
)m

= am + bm
√
3, onda je i

(
2−
√
3
)m

= am − bm
√
3 i

va`i:

a2m − 3b2m =
(
2 +
√
3
)m (

2−
√
3
)m

= 1.

Iz prethodnih jednakosti sledi da je

2m
((

2 +
√
3
)m (

1 +
√
3
)
+
(
2−
√
3
)m (

1−
√
3
))

= 2m(2am + 6bm) = 2m+1(am + 3bm).

Kako je

(am + 3bm)(am − 3bm) = a2m − 9b2m = a2m − 3b2m − 6b2m = 1− 6b2m,

broj am +3bm je neparan, pa je najve}i stepen broja 2 koji deli broj[(
1 +
√
3
)n]

jednak
n+ 1

2
= m+ 1.

349. Poznato je da postoje ta~no dva prosta broja ~ije recipro-

~ne vrednosti zapisane u obliku decimalnog broja imaju periode 7.
Jedan od tih brojeva je 4 649. Koji je drugi?

Re{ewe. Neka je p tra`eni broj. Tada je

1

p
= 0, a1a2 . . . an(b1b2 . . . b7).
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Iz toga sledi da je

q = 10n+7 · 1
p
− 10n · 1

p

= a1a2 . . . anb1b2 . . . b7, (b1b2 . . . b7)− a1a2 . . . an, (b1b2 . . . b7)

= a1a2 . . . anb1b2 . . . b7 − a1a2 . . . an

ceo broj. Dakle,

10n · (107 − 1) · 1
p
= 10n · 9 999 999 · 1

p
= q,

odakle je

p =
10n · 9 999 999

q
=

2n · 5n · 32 · 239 · 4 649
q

.

Kako je p prost broj, q je proizvod nekih od navedenih faktora.

Drugim re~ima, p ∈ {2, 3, 5, 239, 4 649}. Mogu}nost p = 4649 otpada
zbog uslova zadatka. Tako|e otpadaju p = 2, 3, 5, jer wihove re-

cipro~ne vrednosti nemaju periode 7;
1

2
= 0, 5,

1

3
= 0, (3),

1

5
= 0, 2.

Tako ostaje p = 239, {to i jeste re{ewe s obzirom na to da je
1

239
= 0, (0041841).

350. Neka je n prirodan broj koji u sistemu sa osnovom 2 005 ima
20 cifara. Ako te cifre, uzete nekim redom, obrazuju aritmeti~ku

progresiju, dokazati da je n slo`en broj.

Re{ewe. Koristi}emo slede}e tvr|ewe koje se lako dokazuje: Ako

je zbir cifara nekog broja napisanog u sistemu sa osnovom b, (b > 1),
deqiv sa m i b − 1 deqivo sa m, tada je i sam broj deqiv sa m. Na

primer, iz navedene teoreme slede kriterijumi deqivosti sa 3 i 9 u
dekadnom sistemu.
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Neka je n dvadesetocifren broj u sistemu sa osnovom 2 005. Kako
cifre, uzete nekim redom, obrazuju aritmeti~ku progresiju, zbir

cifara broja n je

a+ (a+ d) + · · ·+ (a+ 19d) = 20a+ 190d = 2(10a+ 95d).

Dakle, deqiv je sa 2. Me|utim, sa 2 je deqivo i 2 005− 1 = 2 004. Na
osnovu navedenog tvr|ewa i broj n je deqiv sa 2.

351. Re{iti u skupu celih brojeva jedna~inu

x3 + 24 = 2x.

Re{ewe. Jedino re{ewe je x = 10. Zaista, za x < 0 desna strana
jedna~ine nije ceo broj, a leva jeste. Za x = 0, 1, . . . , 9 proverom

dobijamo da nisu re{ewa, a za x > 10 doka`imo indukcijom da je x3+
24 < 2x. (^itaoci koji su upoznati sa osnovama diferencijalnog

ra~una mogu pokazati da je f ′(x) > 0 za x > 10, gde je f(x) = 2x −
x3 − 24.) Za x = 11 tvr|ewe va`i. Neka je ta~no i za proizvoqno

x > 11. Tada je

(x+ 1)3 + 24 = x3 + 3x2 + 3x+ 1 + 24

= (x3 + 24) + (3x2 + 3x+ 1) < 2x + 2x = 2x+1.

Ovo sledi iz 3x2 + 3x+ 1 < 2x, {to opet dokazujemo indukcijom: za
x = 11 je ispuweno, a ako va`i za ma koje x > 11, onda je

3(x+1)2 +3(x+1)+ 1 = (3x2 +3x+1)+ (6x+6) < 2x + 2x < 2x+1.

(Za dokaz nejednakosti 6x+ 6 < 2x ponovo koristimo indukciju; to
ostavqamo ~itaocu za ve`bu.)

352. Sa re~ima nad azbukom {0, 1} dozvoqeno je vr{iti slede}e
operacije:
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(1) ubaciti na proizvoqno mesto izme|u dva susedna slova, na

po~etku ili na kraju re~i, re~ oblika ppp;

(2) izbrisati bilo koju podre~ oblika ppp.

Tako se, na primer, iz re~i 0001 mogu dobiti re~i 0111001 i 1. Da
li se navedenim operacijama iz re~i 01 mo`e dobiti re~ 10?

Re{ewe. Re~i nad datom azbukom posmatrajmo kao binarne zapise

brojeva. Posmatrajmo re~ a = anan−1 · · · a1a0, i re~ dobijenu ubaci-
vawem ppp: b = anan−1 · · · akpppak−1ak−2 · · · a0 . (Brisawe se razmatra
analogno.)

b− a = anan−1 · · · ak · 2k+3 + ppp · 2k + ak−1ak−2 · · · a0 − anan−1 · · · a0
= 2k

(
7anan−1 · · · ak + ppp

)
.

Kako ppp mo`e biti ili 0 ili 7, ova razlika je uvek deqiva sa 7, pa
ako je broj c dobijen od broja d navedenim operacijama, va`i c ≡ d
(mod 7), a to nije slu~aj sa brojevima 01 = 1 i 10 = 2.

353. Neka je a1, a2, a3, . . . niz razli~itih prirodnih brojeva

takav da je an < 100n, za svaki prirodan broj n. Dokazati da u

tom nizu postoji broj u ~ijem se dekadnom zapisu pojavquje 2 000
uzastopnih jedinica.

Re{ewe. Dokaza}emo najpre slede}e tvr|ewe: u datom nizu pos-

toji ~lan u ~ijem se dekadnom zapisu pojavquje bar jedna jedinica.

Pretpostavimo suprotno. Tada se me|u prvih 10c prirodnih bro-
jeva mo`e nalaziti najvi{e 9c ~lanova niza. Me|utim, ako stavimo

n = 10c, iz uslova a10c < 100 · 10c = 10c+2 vidimo da se 10c ~lanova
niza nalazi me|u prvih 10c+2 prirodnih brojeva. Ali me|u prvih

10c+2 prirodnih brojeva mo`e biti najvi{e 9c+2 ~lanova niza. Sada

iz ~iwenice da za dovoqno veliko c va`i 10c > 9c+2 (dokazati!)

dolazimo do kontradikcije.
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Imitiraju}i taj dokaz mo`emo pokazati op{tije tvr|ewe: ako

niz prirodnih brojeva zadovoqava uslov an < kn, za neko k ∈ N,
onda za svako m ∈ N i svako l < m postoji ~lan tog niza u ~ijem se

zapisu sa brojnom osnovomm javqa cifra l. Zaista, pretpostavimo
suprotno, tj. da postoji cifra koja se u zapisu sa osnovom m ne

javqa ni u jednom ~lanu niza. Me|u svim prirodnim brojevima sa

najvi{e c cifara (u tom zapisu), kojih ima mc, mo`e biti najvi{e

(m − 1)c ~lanova niza. Neka je d ∈ N takvo da je md > k. Tada

iz uslova an < kn zakqu~ujemo an < mdn, tj. za n = mc, da va`i

amc < mc+d. Dakle, prvihmc ~lanova niza nalazi se me|u prvihmc+d

prirodnih brojeva, a tu ih mo`e biti najvi{e (m− 1)c+d. Sada jo{

ostaje da primetimo da za dovoqno veliko c va`i mc > (m− 1)c+d.

Kontradikcija.

Sada posmatrajmo zapis ~lanova niza u sistemu sa osnovom m =
102000. Po gorwem tvr|ewu bar jedan ~lan niza ima u svom zapisu

cifru koja odgovara broju 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2000

u dekadnom zapisu. Taj ~lan

sadr`i i 2 000 uzastopnih jedinica.

354. Neka je (an)n>2 niz prirodnih brojeva definisan sa:

an = n6 + 5n4 − 12n2 − 36.

Dokazati:

(a) svaki prost broj deli bar jedan ~lan tog niza;

(b) postoji prirodan broj koji ne deli nijedan ~lan tog niza.

Re{ewe.

(a) Lako se vidi da je

an = (n2 + 6)(n2 + 2)(n2 − 3).
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Pretpostavimo da postoji prost broj p takav da p - an, tj.(
−2
p

)
=

(
3

p

)
=

(
−6
p

)
= −1,

gde je
( ·
·

)
Le`androv simbol. Le`androva funkcija je mul-

tiplikativna, {to zna~i da za uzajamno proste a i b va`i(
a

p

)(
b

p

)
=

(
ab

p

)
. Ali to zna~i da je

(
−2
p

)(
3

p

)
=

(
−6
p

)
.

Kontradikcija.

(b) To je npr. n = 8. Kvadratni ostaci po modulu 8 su 0, 1 i 4, a an
je kongruentno sa 4 ili 6 po modulu 8, pa ne mo`e biti deqivo
sa 8.

355. (Savezno takmi~ewe 1994, II razred) Odrediti sve osnove

brojnih sistema koje su mawe od 100, tako da je u tim brojnim sis-

temima broj 2 101 potpun kvadrat.

Re{ewe. Ozna~imo sa k osnovu brojnog sistema i neka je broj

2 101 u sistemu sa osnovom k potpun kvadrat, recimo, jednak m2.

Tada je

(∗)
2 101 = 2k3 + k2 + 1 = (2k2 − k + 1)(k + 1)

= [2k(k + 1)− 3(k + 1) + 4](k + 1) = m2.

Najve}i zajedni~ki delilac brojeva 2k2 − k + 1 i k + 1 je delilac
broja 4 (zbog 2k2 − k + 1− (k + 1) = 2k(k − 1)), pa iz jednakosti (∗)
dobijamo da je broj k + 1 potpun kvadrat ili je jednak dvostrukom

potpunom kvadratu. Ako je k + 1 = n2, onda proverom za vrednosti
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n iz skupa {2, 3, . . . , 10} dobijamo da n = 2 i n = 3 (tj. k = 3 i k = 8)
daju re{ewa:

za k = 3 : 2 101 = 2k3 + k2 + 1 = 64 = 82;
za k = 8 : 2 101 = 2k3 + k2 + 1 = 1 089 = 332.

Za n ∈ {4, 5, . . . , 10} proverom dobijamo da nema novih re{ewa. Ako

je k + 1 = 2n2, onda n mo`e uzeti vrednosti iz skupa {2, 3, 4, 5, 6, 7}.
Proverom dobijamo da nijedna od datih vrednosti za n ne daje

re{ewe.

Prema tome, sve vrednosti za k za koje je broj 2 101potpun kvadrat
su k = 3 i k = 8.

356. (Savezno takmi~ewe 1994, III i IV razred) Neka je q prost

broj ve}i od 5 i 1 6 p < q. Pretpostavimo da je broj
p

q
u decimal-

nom zapisu ~isto periodi~an, sa periodom od 2n cifara. Dokazati

da je zbir broja koga formiraju prvih n cifara perioda i broja koga
formiraju posledwih n cifara perioda jednak 10n − 1.

Re{ewe. Neka je

p

q
= 0, c1c2 . . . c2n︸ ︷︷ ︸ c1c2 . . . c2n︸ ︷︷ ︸ . . .

decimalni zapis broja
p

q
, gde je c1c2 . . . c2n osnovni period. Ozna-

~imo

A = c1c2 . . . cn i B = cn+1cn+2 . . . c2n.

Tada va`i jednakost

(1) 102n · p
q
= 10nA+B +

p

q
.

Koriste}i ~iwenicu da je c1c2 . . . c2n osnovni period dobijamo da je
broj 102n − 1 deqiv sa q, a broj 10n − 1 nije deqiv sa q. Zato je broj
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10n + 1 deqiv sa q. Prema tome, broj (10n + 1)
p

q
je prirodan, tj.

(2) (10n + 1)
p

q
= A+ 1.

Iz jednakosti (1) i (2) dobijamo da je

10nA+B = (102n − 1)
p

q
= (10n − 1)(10n + 1)

p

q

= (10n − 1)(A+ 1) = 10nA− A+ (10n − 1),

odakle sledi da je A+B = 10n − 1, {to je i trebalo dokazati.

357. (Savezno takmi~ewe 1997, I razred) Dokazati da me|u bro-

jevima oblika
[
2k+

1
2

]
, gde je k prirodan broj, ima beskona~no mnogo

parnih.

Re{ewe. Pretpostavimo suprotno i neka je k0 najve}i prirodan

broj za koji je broj
[
2k0+

1
2

]
paran. Neka je 2k0+

1
2 = 2l + α, gde je α

razlomqeni deo broja 2k0+
1
2 . Doka`imo da je

1

2
6 α < 1. Zaista, ako

je 0 < α <
1

2
, onda va`i

[
2k0+1+ 1

2

]
= [2(2l + α)] = 4l ∈ N,

a to je u kontradikciji sa definicijom broja k0.
Razlomqeni deo broja 2k0+1+ 1

2 je 2α− 1 i za wega analogno doka-

zujemo 2α− 1 ∈
[
1

2
, 1

)
. Daqe, analogno dobijamo da je

2(2α− 1)− 1 = 4α− 3 ∈
[
1

2
, 1

)
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i, uop{te, da za svaki prirodan broj n va`i:

(∗) 1

2
6 2nα− (2n − 1) < 1.

Iz nejednakosti (∗) dobijamo da za svaki prirodan broj n va`i

1− α 6 1−
2n − 1

2

2n
=

1

2n+1
,

{too~igledno nije ta~no. Dobijena kontradikcija dokazuje tvr|ewe

zadatka.

358. (Savezno takmi~ewe 2000, III i IV razred) Neka je S skup

svih prostih brojeva p takvih da je

1

p
= 0, c1c2 . . . c3rpc1c2 . . . c3rp . . . ,

gde je 3rp du`ina osnovnog perioda u decimalnom zapisu. Za k ∈
{1, 2, . . . , rp} defini{emo f(k, p) = ck + ck+rp + ck+2rp . Odrediti

max{f(k, p) : p ∈ S, k = 1, 2, . . . , rp}.

Re{ewe. Neka je 3r = 3rp broj cifara osnovnog perioda u deci-
malnom zapisu broja 1/p, gde je p ∈ S. Tada va`i

p | 103r − 1, p - 10r − 1, p | 102r + 10r + 1.

Neka je 1/p = 0, c1c2c3 . . . i

xj =
10j−1

p
= c1c2 . . . cj−1, cjcj+1cj+2 . . . ,

yj = {xj} = 0, cjcj+1cj+2 . . . .
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O~igledno va`i cj < cj, cj+1cj+2 · · · = 10yj , odakle sledi

f(k, p) = ck + ck+r + ck+2r < 10(yk + yk+r + yk+2r).

Daqe, primetimo da je

xk + xk+r + xk+2r =
10k−1

p

(
102r + 10r + 1

)
prirodan broj, pa je zato i yk + yk+r + yk+2r ceo broj. Kako je

yk + yk+r + yk+2r < 3, to je yk + yk+r + yk+2r 6 2. Prema tome,

f(k, p) < 10 · 2 = 20, tj. f(k, p) 6 19. Za p = 7 dobijamo da je

1/p = 0, 142857142857 . . . i f(2, 7) = 4 + 8 + 7 = 19. Kona~no

dobijamo:

max{f(k, p) : p ∈ S, k > 1} = 19.

359. (Savezno takmi~ewe 2001, III i IV razred) Na}i sva re{ewa

jedna~ine xy + y = yx + x u skupu prirodnih brojeva.

Re{ewe. Lako se uo~avaju re{ewa (1, n), (n, 1), (n, n), gde je n
proizvoqan prirodan broj. Neka je x < y, tj. y = x + t, gde je t
prirodan broj. Tada jedna~ina postaje:

xx+t + x+ t = (x+ t)x + x,

pa je

xt +
t

xx
=

(
1 +

t

x

)x

< 3t,

odakle je x < 3. Sledi da je x = 2, pa dobijamo:

2t =

(
1 +

t

2

)2

− t

4
.
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Posledwa jedna~ina u skupu prirodnih brojeva ima re{ewe t = 1,
dok se za t > 2 lako pokazuje da je

2t > 1 +
3t

4
+

t2

4
.

Za t = 1 nalazimo x = 2, y = 3.

360. (Savezno takmi~ewe 2001, III i IV razred) Neka je k priro-
dan broj iNk broj nizova du`ine 2 001 ~iji su svi ~lanovi elementi
skupa {0, 1, 2, . . . , 2k+1}, a neparan broj ~lanova svakog niza jednak
je 0. Odrediti najve}i stepen dvojke koji deli Nk.

Re{ewe. Neka je xn broj nizova du`ine n ~iji su svi ~lanovi

elementi skupa {1, 2, . . . , 2k + 1}, a neparan broj wih je jednak nuli.
Tada je x1 = 1 i

xn = (2k+1)xn−1+(2k+2)n−1−xn−1 = 2kxn−1+(2k+2)n−1 za n > 2.

Koriste}i rekurentnu vezu dobijamo

xn = 2kxn−1 + (2k + 2)n−1

= (2k)2xn−2 + 2k(2k + 2)n−2 + (2k + 2)n−1

...

= (2k)n−1x1 + (2k)n−2(2k + 2) + · · ·+
+2k(2k + 2)n−2 + (2k + 2)n−1.

Kako je x1 = 1, to sledi

xn =
(2k + 2)n − (2k)n

(2k + 2)− 2k
=

1

2
[(2k + 2)n − (2k)n]

= 2n−1 [(k + 1)n − kn] .

Broj (k+1)n−kn je neparan, pa sledi da je 2n−1 najve}i stepen dvojke

koji deli xn. Za n = 2001, tra`eni najve}i stepen dvojke je 22000.
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361. (IMO 1989) Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji

n uzastopnih prirodnih brojeva od kojih nijedan nije ceo stepen

prostog broja.

Re{ewe. Za dato n ∈ N izaberimo k = (n+1)!2+1. Doka`imo da
nijedan od brojeva k + 1, k + 2, . . . , k + n nije stepen prostog broja.

Za svako j za koje je 1 6 j 6 n broj 1 + j je pravi delilac broja
k+j. Pretpostavimo da je za neko takvo j ispuweno k+j = pα, gde je
p prost, a α prirodan broj. Onda je za neko β, 1 6 β < α, ispuweno
1 + j = pβ . Ali tada pβ+1 | (n + 1)!2 i pβ+1 | pα, tj. pβ+1 | k − 1 i
pβ+1 | k + j, pa pβ+1 | 1 + j, {to je kontradikcija.

362. (IMO 2001) Neka je n neparan prirodan broj ve}i od 1 i

neka su k1, k2,. . . , kn dati celi brojevi. Za svaku od n! permutacija
a = (a1, a2, . . . , an) skupa {1, 2, . . . , n} neka je

S(a) =
n∑

i=1

kiai.

Dokazati da postoje dve permutacije bi c, b ̸= c, takve da jen! delilac
broja S(b)− S(c).

Re{ewe. Ozna~imo sa Σ zbir svih n! brojeva S(a). Pretposta-

vimo da broj S(b) − S(c) nije deqiv sa n! za svake dve razli~ite

permutacije b i c. Tada svi brojevi S(a) moraju imati razli~ite

ostatke pri deqewu sa n!. Po{to je broj svih permutacija jednak n!,
to se pojavquju svi ostaci 0, 1, 2, . . . , n!− 1. Dakle,

(1) Σ ≡ (n!− 1)n!

2
(mod n!).

Primetimo tako|e da se svaki od brojeva ki mno`i, u zbiruΣ, svakim
od brojeva 1, 2, . . . , n, ukupno (n− 1)! puta. Zato je koeficijent uz ki
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u zbiru Σ jednak (n− 1)!(1 + 2 + · · ·+ n) =
1

2
(n+ 1)!, pa je

(2) Σ =
(n+ 1)!

2
ki.

Za neparne prirodne brojeve n broj
(n+ 1)!

2
je deqiv sa n!, a broj

(n!− 1)n!

2
nije deqiv sa n!, ako je n > 1. Zato jednakosti (1) i (2)

daju kontradikciju.

363. Da li va`i obrat tvr|ewa zadatka 177?

Re{ewe. Neka je q = 2m+1 + 1 prost broj. Tada je φ(q) = q − 1 =
2m+1. Kako je q > 5, to je (3, q) = 1. PremaMaloj Fermaovoj teoremi

je 3φ(q) ≡ 32
m+1 ≡ 1 (mod q), pa je

(∗) 3φ(q)/2 ≡ 32
m ≡ ±1 (mod q).

Po{to je q ≡ 1 (mod 4) i q ≡ 2 (mod 3), to je(
3

q

)
= (−1)(3−1)(q−1)/4

(q
3

)
=

(
2

3

)
= −1,

gde je
( ·
·

)
Le`androv simbol. S druge strane, po{to je

−1 =

(
3

q

)
≡ 3(q−1)/2 (mod q),

vrednost u (∗) je −1, pa otuda q |
(
32

m
+ 1
)
, {to dokazuje obrat

tvr|ewa zadatka 177.

364. Neka sum i n prirodni brojevi takvi da

m | n2, n2 | m3, m3 | n4, n4 | m5, . . .
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Dokazati da jem = n.

Re{ewe. Neka je:

m = pα1
1 pα2

2 · · · p
αℓ
ℓ , n = pβ1

1 pβ2

2 · · · p
βℓ

ℓ

(neki od brojeva αi, βi mogu biti i jednaki nuli). Iz uslova zadatka

dobijamo da za svako i ∈ {1, 2, . . . , ℓ} va`i:

αi 6 2βi 6 3αi 6 4βi 6 5αi 6 6βi 6 · · ·

odakle sledi da je:

αi 6 2βi, βi 6
3

2
αi, αi 6

4

3
βi, βi 6

5

4
αi, αi 6

6

5
βi, βi 6

7

6
αi, . . . ,

tj.

αi 6
2k

2k − 1
βi → βi (k → +∞) i βi 6

2k + 1

2k
αi → αi (k → +∞)

pa se dobija αi 6 βi i βi 6 αi, tj. αi = βi.

365. Na}i lim
n→∞

ν(n)

n
, gde je ν(n) broj prostih delilaca broja n.

Re{ewe. Po{to najve}i prost delilac broja n nije ve}i od
√
n,

imamo da je ν(n) <
√
n pa je i

0 <
ν(n)

n
6
√
n

n
=

1√
n
.

Po{to lim
n→∞

1√
n
= 0, sledi da je i lim

n→∞

ν(n)

n
= 0.

366. Dokazati da za svaki prirodan broj n va`e nejednakosti:

n2

2
< φ(n)σ(n) < n2,
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gde je φ Ojlerova funkcija, a σ(n) zbir prirodnih delilaca broja n.

Re{ewe. Po{to je

φ(n) = n

k∏
i=1

(
1− 1

pi

)
i

σ(n) =
k∏

i=1

(1 + pi + · · ·+ pαi
i ) = n

k∏
i=1

(
1 +

1

pi
+ · · ·+ 1

pαi
i

)
,

za n ~ija je kanonska faktorizacija pα1
1 · · · p

αk
k , imamo da je

φ(n)σ(n) = n2

k∏
i=1

(
1− 1

pαi+1
i

)
< n2

i

φ(n)σ(n) > n2

k∏
i=1

(
1− 1

q2i

)
,

gde je qi i−ti prost broj. Tako|e, imamo da je

k∏
i=1

(
1− 1

q2i

)
>

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)(
1−

∞∑
i=3

1

(i+ 2)2

)

>
3

4
· 8
9

(
1−

∫ ∞

4

dx

x2

)
=

1

2
,

odakle sledi tra`ena nejednakost.

367. (BMO 1984) Dokazati da za svaki prirodan broj m postoji

n, n > m, tako da se dekadni prikaz broja 5n dobija iz dekadnog

prikaza broja 5m dodavawem izvesnog broja cifara s leve strane.
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Re{ewe. Neka je 5m = ak . . . a0. Treba dokazati da je za neko

n i za neke cifre ak+1, . . . , aℓ ispuweno 5n = aℓ . . . ak . . . a0, {to je

ekvivalentno sa

(1) 5n − 5m ≡ 0 (mod 10k+1).

Pri tom je jasno da je k + 1 6 m. Prema tome, 5n − 5m je deqivo sa

5k+1 za sve n > m. Dakle, da bismo dokazali kongruenciju (1) treba
samo pokazati da postoji n > m tako da je 5n − 5m deqivo sa 2k+1,

tj. da je

5n−m − 1 ≡ 0 (mod 2k+1).

Kako su 5 i 2k+1 uzajamno prosti brojevi, na osnovuOjlerove teoreme

je

5φ(2
k+1) − 1 ≡ 0 (mod 2k+1),

pa je dovoqno uzeti n = m+ φ(2k+1).

368. Neka je c1, c2, c3, . . . , ck niz od k cifara, k > 2, c1 ̸= 0.
Dokazati da ako prirodan broj a, a > 10, nije stepen broja 10, tada
postoji prirodan broj n takav da decimalni zapis broja an po~iwe
sa c1c2 . . . ck.

Re{ewe. Doka`imo najpre dve leme.

LEMA 1. Ako je θ iracionalan broj i N dati pozitivan broj, tada za

svaki realan broj r i svako ε > 0, postoje celi brojevim i n, pri ~emu
je n > N , takvi da je

r − ε

2
< nθ +m < r +

ε

2
,

odnosno za svaki interval (α, β), postoje celi brojevim i n, pri ~emu
je n > N , takvi da je nθ +m ∈ (α, β).

SKICA DOKAZA. Naredna tvr|ewa nije te{ko dokazati, a iz wih

lema direktno sledi.
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1) Zatvoren interval I = [0, 1] mo`emo podeliti na kona~no

mnogo podintervala I1, I2,. . . , Ik ~ije su du`ine mawe od ε.
2) Za svaki prirodan broj n > N , postoji ceo broj m takav da je

nθ +m ∈ I .
3) Postoji beskona~no mnogo brojeva:

a1 = n1θ +m1, a2 = n2θ +m2, . . .

u intervalu I takvih da su ni imi celi brojevi i va`e nejednakosti

ni > N i ni+1 − ni > N .

4) Iz 3) sledi da bar jedan od podintervala, na koje je podeqen

interval I , sadr`i dva od brojeva a1, a2, . . . ; na primer ai i aj .
5) Ako je j > i, tada je razlika a′ = aj − ai broj oblika n

′θ +m′,

m′, n′ ∈ Z, n′ > N , i razli~it je od nule. Tako|e je i |a′| < ε.
6) Posmatrajmo brojeve 0, a′, 2a′, 3a′, . . . . Ako je a′ > 0, tada ove

ta~ke dele nenegativan deo realne ose na intervale ~ije su du`ine

mawe od ε. Ako je a′ < 0, tada ove ta~ke dele nepozitivan deo

realne ose na dovoqno male intervale. U prvom slu~aju doda-

vawem negativnih celih brojeva brojevima 0, a′, 2a′, 3a′, . . . inter-
vale ograni~ene ovim ta~kama transliramo na negativan deo re-

alne ose. U drugom slu~aju dodavawem prirodnih brojeva brojevima

0, a′, 2a′, 3a′, . . . intervale transliramo na pozitivan deo realne ose.
Na taj na~in ~itava realna osa pokrivena je intervalima du`ine

a′ < ε.

LEMA 2. Ako prirodan broj a, ve}i od 1, nije stepen broja 10, tada je
broj log a iracionalan.

DOKAZ. Neka je x = log a i pretpostavimo da postoje uzajamno prosti

celi brojevi p i q takvi da je x =
p

q
. Tada, iz a = 10x, sledi da je

aq = 2p · 5p. Daqe, ako je a = pα1
1 · · · p

αk
k kanonska faktorizacija

broja a, imamo da je

pqα1

1 · · · pqαk

k = 2p · 5p.
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Tada prema Osnovnom stavu aritmetike sledi da je k = 2, p1 = 2,
p2 = 5, qα1 = p i qα2 = p, tj. α1 = α2. Dakle, a = 2α1 · 5α1 = 10α1 ,

suprotno pretpostavci da a nije stepen broja 10.

Doka`imo sada tvr|ewe zadatka. Treba da poka`emo da za neko

n imamo da je

an = c1c2 . . . ckd1d2 . . . dm,

gde je d1d2 . . . dm neki niz odm cifara.

Neka je z = c1c2 . . . ck = c110
k−1 + · · ·+ ck−110+ ck.Potra`imo n

tako da za nekom va`i

z · 10m 6 an < (z + 1) · 10m,

ili ekvivalentno

log z +m 6 n log a < log(z + 1) +m.

Kako je, prema lemi 2, log a iracionalan broj, koriste}i lemu 1, nije
te{ko dokazati da postoje prirodni brojevi n i m takvi da broj

n log a −m pripada intervalu (log z, log(z + 1)), pri ~emu je m > 0
jer je n log a > 0 i log z > 0.

369. Neka je c1, c2, c3, . . . , ck niz od k cifara, k > 2, c1 ̸= 0.
Dokazati da postoji potpun kvadrat ~iji decimalni zapis po~iwe

sa c1c2 . . . ck.

Re{ewe. Treba da poka`emo da za neko n imamo da je

n2 = c1c2 . . . ckd1d2 . . . dm,

gde je d1d2 . . . dm neki niz odm cifara.

Neka je z = c1c2 . . . ck = c110
k−1 + · · ·+ ck−110+ ck.Potra`imo n

tako da za nekom va`i

z · 10m 6 n2 < (z + 1) · 10m,
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ili ekvivalentno

(∗) log z +m 6 2 log n < log(z + 1) +m.

Potra`imo brojeve n i m u obliku n = 2p i m = 2ℓ. Nejednakosti
(∗) postaju

1

2
log z 6 p log 2− ℓ <

1

2
log(z + 1).

Prema lemi 1, prethodnog zadatka, postoje prirodni brojevi p i ℓ
koji zadovoqavaju posledwe nejednakosti, odakle sledi da za ove p i
ℓ va`i i:

z · 102ℓ 6 (2m)2 < (z + 1) · 102ℓ.

Dakle, broj (2m)2 po~iwe ciframa c1c2 . . . ck.

370. (MMO 2001) Dokazati da postoji prirodan broj n takav da

broj 2 000n u dekadnom zapisu po~iwe nizom cifara 200 120 012 001.



7. Dodatak

Princip matemati~ke indukcije

Neka je P (n) tvr|ewe, koje se odnosi na promenqivu n, n ∈ N. Da
bi tvr|ewe bilo ta~no za sve prirodne brojeve dovoqno je da je:

1. P (1) ta~no;

2. za sve prirodne brojeve n ta~na implikacija P (n)⇒ P (n+1).

Kra}e princip matemati~ke indukcije mo`emo zapisati:

P (1) ∧ (∀n ∈ N)(P (n)⇒ P (n+ 1))⇒ (∀n ∈ N)P (n).

Va`e i slede}e modifikacije ovog principa:

• Indukcija sa jednom pretpostavkom:

P (n0) ∧ (∀n ∈ N)(n > n0 ⇒ (P (n)⇒ P (n+ 1)))⇒
⇒ (∀n ∈ N)(n > n0 ⇒ P (n)), gde je n0 ∈ N.

• Indukcija sa k pretpostavki (k ∈ N):

P (1) ∧ P (2) ∧ · · · ∧ P (k) ∧ (∀n ∈ N)(n > k ⇒
(P (n− k + 1) ∧ P (n− k + 2) ∧ · · · ∧ P (n)⇒ P (n+ 1)))⇒
⇒ (∀n ∈ N)P (n).

• Potpuna indukcija :

(∀n ∈ N)((∀k < n)(P (k)⇒ P (n)))⇒ (∀n ∈ N)P (n).



312 TEORIJA BROJEVA

Osnovni identiteti

• Razlika kvadrata: a2 − b2 = (a− b)(a+ b).

• Zbir i razlika kubova: a3 ± b3 = (a± b)(a2 ∓ ab+ b2).

• Razlika n−tih stepena za proizvoqan prirodan broj n:

an − bn = (a− b)
(
an−1 + an−2b+ an−3b2 + · · ·+ abn−2 + bn−1

)
.

• Zbir n−tih stepena za neparan prirodan broj n:

an + bn = (a+ b)(an−1 − an−2b+ an−3b2 − · · · − abn−2 + bn−1).

• Kvadrat binoma: (a± b)2 = a2 ± 2ab+ b2.

• Kub binoma: (a± b)3 = a3 ± 3a2b+ 3ab2 ± b3.

• Binomna formula:

(a+ b)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
an−ibi

= an +

(
n

1

)
an−1b+ · · ·+

(
n

k

)
an−kbk + · · ·+

+

(
n

n− 1

)
abn−1 + bn.
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• Osobine binomnih koeficijenata:(
n

k

)
=

n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1)

k!
=

n!

k!(n− k)!(
n! = 1 · 2 · . . . · (n− 1) · n, 0!

def
= 1

)
(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
,

(
n

0

)
=

(
n

n

)
= 1

n∑
k=0

(
n

k

)
= (1 + 1)n = 2n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
= (1− 1)n = 0.

• Kvadrat trinoma: (a+ b+ c)2 = a2+ b2+ c2+2ab+2bc+2ca.

• Identitet Sofi @ermen:

a4 + 4b4 = a4 + 4a2b2 + 4b4 − 4a2b2 = (a2 + 2b2)2 − (2ab)2

= (a2 + 2b2 + 2ab)(a2 + 2b2 − 2ab).

• Zbirovi koji se ~esto koriste:

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2
14 + 24 + 34 + · · ·+ n4 =

n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1)

30
1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2.
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Nejednakosti

• Bernulijeva nejednakost:

(1 + x)n > 1 + nx, za x > −1, n ∈ N.

• Nejednakosti izme|u brojnih sredina (za a1, a2, . . . , an ∈ R+ i

n ∈ N):

min{a1, a2, . . . , an} 6
n

1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

6 n
√
a1a2 · · · an

6 a1 + a2 + · · ·+ an
n

6
√

a21 + a22 + · · ·+ a2n
n

6 max{a1, a2, . . . , an}.
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